Rechenregeln f. komplexe Zahlen: a@ = |a|?; a4+ @ =2Rea; a—a = 2ilm a;

stiickweise Stetigkeit, f in [a,b] bis auf endlich viele Stellen stetig und beschrinkt und in jeder Unstetigkeitstelle £ € [a, b] existieren f(£+) :=
limp, o f(€ £ h). Dort wird gesetzt: f(§) := W

Ist f weiter differenzierbar und ihre Ableitung (stiickweise) R-integrierbar, dann konvergiert ihre F-Reihe auf [0..27] punktweise gegen f und
gleichmiBig auf jedem abgeschlossenen Teilintervall, auf dem f stetig ist. In jeder Unstetigkeitsstelle £ gilt F,{(x) — (&) (n — o0).

Fourier-Entwicklung:

Fi(z) = %ao + > 51 {ak cos(kx) + by sin(kz)} ‘ mit

ao = 7 [y7 f(e)dz; a = % [37 f() cos(ka)da; b = 7 [o7 f() sin(kx)da

F,{(x) =Y n crpe**dz mit cg = %ao; L = %(ak —ibg); c_p = %(ak +ibg) = cx = i 027r flx)e k2 dy
Bessel’sche Ungleichung f sei 2m-periodische Fkt. Dann gilt: 27 3°%° e |? < || ]2
Vollsténdigkeitsrelation Sei f 27-periodisch und stiickweise stetig. Dann konvergiert die F-Reihe von f im quadrat. Mittel gegen f und es gilt:

21 Y% lewl? = 1111
. 1/2
Lo-Konvergenz: fu =1, f ¢ |lfa—fI = ([} 1fa(@) = f@)dz) " < max,eou |fa(@) ~ f@IVE—a—0 (n—0)

Normeigenschaften: [|z|| =0 = z =0; ||z|| <0 (Definitheit); ||az|| = || - || f|| (Homogenitét); ||z + y|| > ||z|| + ||ly|| (Dreiecksungleichung)
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Beispiel fiir Normen: * induziert die Norm ||z|| := (z,z) * Maximumnorm: ||z||eo := max;—1,...n |zi| * lp-Norm: ||z|p :== (37, \xi\f’)l/p

Norméiquivalenz: Auf K™ gibt es fiir alle Normen || - || zwei positive Konstanten m, M, sodass: m||z]lc < ||z|| < M||z|lcc

Abstand/Metrik: X Menge, d(-,-) Metrik < 1. Definitheit: d(z,y) < 0; d(z,y) =0 < z =1y 2. Symmetrie: d(z,y) = d(y,z) 3. Dreiecksunglei-
chung: d(z,y) > d(z, z) + d(z,y). Das Paar (X, d) heiit metrischer Raum.

Konvergenz: |z(*) —z|| =0 (k—0); C-Folge: Ve >0:3INN:Vk, 1> N: |z —z0| < ¢

Beschriinktheit: (*) beschrinkt < Je> 0,2 € K" :Vk € N: z(®) € K. (z)

Bolzano-Weierstraf3: Jede C-Folge im K" konvergiert (= K" ist Banach-Raum), jede beschrinkte Folge hat konvergente Teilfolge.

U C K" offen < Zu jedem a € U gibt es Kugelumgebung Kc(a) € U; A C K™ abgeschlossen < ihr Komplement A¢ := K"\ A ist offen. &
ist offen und abgeschossen.  Diskrete Mengen sind weder offen, noch abgeschlossen O offen, A abgeschlossen: (), ., O und {J O sind offen;
Un<oo A und N, <, A sind abgeschlossen; A C K" abgeschlossen < Limes jeder Konvergenten Folge in A liegt in A.

z € M Randpunkt, wenn jede seiner Umgebungen Punkte aus M und aus M¢ enthdlt; M = 9(M°). M° := M\OM; M := M UOM Es gilt:
M,0M sind abgeschlossen, M° ist offen; O € K" offen & 00ONO =@. A € K™ abgeschlossen < 0AUA = A

z € K® HP von M C K", wenn jede Umgebung von & mind. einen Punkt aus M\ {z} enthilt. H(M): Menge alle HP. Es gilt M UH(M) = M

M kompakt :& jede Folge aus M hat konverg. Teilfolge mit Limes in M. Es gilt: K(z),0M (beschr. M) und endliche Mengen sind kompakt.
Jede abgeschl. Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

Heine-Borel: fiir M C K": M kompakt, < M beschr. und abgeschlossen, < jede offene Uberd. von M enthiilt eine endliche Uberd..

Skalarprodukt: 1. Linearitit: (az1 +Bz2,y) = a(z1,y)+6(z2,y); 2. Symmetrie: (z,y) = (y,x); 3. Definitheit: (z,x) € RE)H (z,2) =0 = =z =0.
euklid. Skalarprodukt: (z,y)2 := 3.7, ;57 R:= (V,] - ||) mit ||z := (z,z)/? vollstindig (alle Folgen konv. in V') = R Hilbert-Raum.

Schwarz’sche Ungl.: fiir bel. Sesquilinearformen (insb. fiir Skalarprodukte) gilt: |(f, 9)|% < (f, £)(g,9)
% + % Holder’sche Ungleichung:
|(z,y)2] < ||z|lp+|lyllq (gilt auch fiir p = 1; ¢ = co Minkowski’sche Ungleichung: Vp € R mit 1 < p < oo, sowie p = oo gilt: ||z+y|lp < ||lz|lp+]yllp

n<oo

Fir p,¢g € Rmit 1 < p;g < oo und 1/p + 1/¢ = 1 gilt: Young’sche Ungleichung: |zy| <

z,y orthogonal & (z,y) = 0. Es gilt dann ||z + y||2 = ||z]|2 + ||ly|13.

A € K"X™ reguliir & Az = b eindeutig und Az = 0 nur durch = = 0 l6sbar < Rang (A) = n < det(A) # 0 & Alle EW # 0 < AT ist regulir
A, A" € K™*" ghnlich & A’ = T-1AT A hermitesch, & A = A", Hermitesche Matrix A ist positiv definit, wenn alle EW A > 0, bzw.
allg. (Az,z)2 > 0.

lAll := supyekn {0} A=l SUP,ekn, |z =1 Az definiert die nat. Matrizennorm fiir bel. Vektornorm || - ||, mit [|Az| < ||| - [|All, [|AB]|

[E3
IAI-IBI- Al == maxi<i<n 227 laij| (max. Zeilensumennorm);  [|A|l1 := max;<j<n > ;- |ai;| (max. Spaltensummennorm);  [|A|F :=

N

1/2
(Z?,k:1 |ajk|2> (Frobeniusnorm); A EW von A = max |A| < ||Al/eo

A € K"*" reguliir = AA" hermitesch und pos. definit und |All2 = max{|\|'/2, A\ EW von AZT}. A hermitesch = || A||2 = max {|A\|,\ EW von A}

A € K™X™ orthonormal < Spaltenvektoren bilden Orthonormalensystem. m = n, A orthonormal :< A unitar. Fiir unitdre A gilt: A~! = A" und
(Az, Ay)2 = (z,y)2; | Azllz =[lzllz = A2 =|A7 2 =1

Stetigkeit: f : D — K stetig in a € D :< fiir alle Folgen in D gilt: z(*) — 4 = f(x(k)) — fla) (k — o0), Ve >030 >0:Vx € D:
la—z|]| <éd = |f(z) — f(a)| <e. f(z) = f(z1,22,...,x%) = x; stetig, Normen stetig

gleichmiBig Stetig: f: D — K (D kompakt), glm. stetig i< Ve > 030 > 0:Vz,y e D: |z —y|| < = |f(z) — f(¥)| <e.

L-Stetig: g : D C K" — K" L-stetig :< 3L > 0: ||g(z) —g9(y)|| < L-|lz—y|, =z,y€D L < 1: g ist Kontraktion bzgl. || - ||
Beschrinkheit: jede stetige Funktion ist auf kompakter Menge K beschrinkt. Sie nimmt Min. und Max. an.

Funktionenfolge (f)kren konvergiert gleichmaBig gegen f, wenn: sup,cp |fr(z) — f(z)] = 0 (k — 00). alle fi stetig = f stetig.

relativ offen: G C K"®, M C G rel. offen & Va € M : 3K, (a) mit K,.(a) NG C M. G C K™ zusammenhiingend :& es gibt keine
relativ offene Zerlegung G = U UV mit U,V # &, UNV = 2. f(O : offen) C f(D) relativ-offen, f(A : abgeschl.) C f(D) abgeschlossen,

f(K : kompakt) kompakt, f(G : zusammenh.) zusammenhéngend.
Zwischenwertsatz: f: D C R™ — R, D zusammenhéngend. Fiir a,b € D nimmt F jeden Wert zwischen f(a), f(b) an.

Banach’scher Fixpunktsatz: g : D C K™ — K" bildet abgeschl. Teilmenge M C D in sich selbst ab und ist auf M Kontraktion mit L-Konst.
0 < ¢ < 1. Dann besitzt g in M genau einen Fixpunkt z* und fiir jeden Startpunkt z(®) € M konvergiert () = (k=1 — 5. (f(z(*=1) — b), mit

k
f(x) = b gegen z* mit Fehlerabschitzung: ||z(F) — z*|| < 1%(]”36(1) — 20
f:D CR™ — R™ heifit (streng) monoton, wenn es eine Konstante m > 0 gibt, so dass fiir z,y € D gilt: (f(z) — f(¥),x — y)y > m|z — y||3

et =300 A% cos(A) = Lo ()P A sin(A) = 330 (- DF grry AT

) ()y_
partielle Ableitung: D C R™ offen, f : D — R heifit in « € D partiell diff’bar bzgl. i-ter Koordinate e wenn limy,_¢ M =: 9;f(x)
existiert.  f = (f1,..., fm) : D — R™ heilt (stetig) partiell diff’bar, wenn alle Komponenten f; (stetig) partiell diff’bar sind.

f:D—R:grad f(z) = Vf(z) == O f(2), ..., On f(z)) € R™ Bs gilt: V(fg) = gVf + fVg  Hyp(z) := ( gigll gig: )

D C R™ offen, f: D — R™ partiell diff’bar. J;(z) := ( gf}cl g"}{l ) € R™*™ f:D— R div f(z) :=01f1(z) + ... + Onfn(z) = V- f(z).

V- (fg)=9gV-f+fV-g u:D CR" = R: Au(z) = div grad u(z) = 3.1 ; 02u(z) rotu:= <%7% Oug _ Jug %7%)



D C R™ offen, f: D — R habe in einer K(a) C D, a € D beschr. partielle Ableitungen (oder f stetig partiell diff’bar) = f stetig in a.

D C R™ offen, f: D — R in Ky(z) C D zweimal stetig diff’bar = 9;0; f(z) = 0;0; f(x)

totale Diff’barkeit: D C R" offen, f: D C R®™ — R™ ist in € D total diff’'bar, wenn eine lin. Abbildung Df(z) : R® — R™ existiert, so dass
in einer Umgebung um z gilt: f(z + h) = f(z) + Df(z)h + w(h), h € R*,z + h € D mit einer Fkt. w : D — R™ der Art w(h) = o(||h|]) <
limg 4 nep, nj—o S = limg e p o WEHI=LO=DIEN — 0. Bsgilt: Df(2) = J4(2). h=fog = Dh(z)= Df(g(x))-Dg(x)
’ stetig partiell diff’bar = total diff’bar = partiell diff’bar ‘

(Hinweis: |[|w(h)|| in obigem Limes durch auflésen der obigen Gleichung; u.U. Ansatz: f(z + h) = f(z) + Vf(z) - h + w(h))

Richtungsableitung: D C R" offen, f : D — R stetig diff’bar. Dann existiert fiir jedes v € R™ mit ||v|]2 = 1 die Ableitung in Richtung v:
%(z) = limp o W und lésst sich schreiben als: 9, f(x) = %(w) =Vif(z)-v

Mittelwertsatz: D C R™ offen, f : D — R stetig diff’bar. Sei z € D, h € R™, so dass z + sh € D fiir 0 < s < 1. Dann gilt: f(z + h) —
flz) = (fol Vf(x—i—sh)ds) -h) = Vf(z + 7h) - h mit einem 7 € (0,1) Ist f : D — R™ stetig diff’bar, mit Jacobi-Matrix Jy(x), so gilt:

fle+h)— f(z) = (fol Jf(z+sh)ds> h  Es gilt weiter: ||f(z + h) — f(z)||l2 < M||h||2 mit M := maxo<s<1 [|J7(x + sh)||2
(s)ds||, < J7 I0(s)]l2ds

vifa, b CR—R"

Multiindex: o] = a1 + ag + .. + an, al = a1l - oo e, filr @ = (21, ..., zp) gilt: 2 == 29 2%, DOf =% f. . 990 f = %
1
Taylor-Formel: D C R" offen, f : D — R (r + 1)-mal stetig diff’bar. Dann gilt fiir jeden Vektor h € R™ mit = 4+ sh € D,s € [0,1]: f(z + h) =
D™ . D 0h 1 Do f h
S ajer ZHE R £ RL (23h) mit B (k) = X2 g gy 2GRS = (04 1) - [ S 0oy LR (1 )7, 0 € (0,1)

al al
Es gilt weiter: Fiir alle z € D ist: f(z + h) = Z‘a|<r D Cf,(x)
Speziell r = 1: f(z + h) = f(z) + (Vf(z),h)2 + wi(h) und r = 2: f(z+ h) = f(z) + (Vf(z), )2 + 2 (Hy(x)h, h)2 + wa(h)
Taylor-Reihe: T, (x+h) = Z|a\:0 D“f|(x) h* =3 cph® Kovergenzradius: p :=

al

h® 4+ wr(h) mit limp, g n20 “ﬁzi(“hr) und w,(0) = 0.

limsupng,oo W

Wird eine bel. oft diff'bare Fkt. f : D C R™ — Rin K,(z) C D durch eine Reihe homogener Polynome (P(h-z) = h8'ad P.p(z)): >iaj=o Pa(h), =+
h € K, (z) so ist dies die Taylor-Reihe von f in z.

Extremalbedingung: D C R" offen, f : D — R stetig diff’bar. Vf(z) =0 < f hat notwendig Extremum. Ist f zwei mal stetig diff’bar, und
ist Hy(z) positiv (negativ) definit, so hat f in  lok. Minimum (Maximum). Ist Hy(z) indefinit, so hat f weder Max. noch Min.

(Hinweis: Ist Hy(x)-Kriterium nicht anwendbar, dann Umgebungen betrachten !)

implizite Funktionen: D* € R™, DY € R™ offen und F : D* x DY — R™ stetig diff’bar. Weiter sei (Z,9) € D* x DY mit F(Z,9) = 0 und
regulérer Jacobi-Matrix Dy F(Z,9) € R™*™. (i) Dann gibt es Umgebungen U(Z) x U(§) C D* x DY und ein stetiges f : U(Z) — U(g) so, dass
F(z, f(z)) =0, x € U(#). (ii) f ist eindeutig. (iii) f ist in £ diff’bar und es gilt: J¢(2) = —Dy F(2,9) "' Do F(%,9)

regulidre Abb.: D C R™ offen. f: D — R™ heift regulir in einem Punkt z € D, wenn sie in Ks(x) C D stetig diff’bar und J;(x) regulér ist.
Umkehrabbildung: D C R” offen und f : D — R" regulir in 2 € D. Dann gibt es eine offene Umgebung V(z) C D, die von f bijektiv auf
eine offene Umgebung U(y) C R™ von y := f(x) abgebildet wird. Die Umkehrabbildung f~1 : U(y) — V(z) ist ebenfalls regulir in y und fiir ihre
Funktionalmatrix und Funktionaldeterminante gilt: J¢—1(y) = J¢(2)~!,  [Jp-1(y)| = [Jp(z)| 7"

Lagrange-Multiplikatoren: D C R" offen und F,g : D — R stetig diff’bar, weiter habe F' in D ein lok. Extremum & mit g(Z) = 0. Ist weiter
Vg(x) # 0, so gibt es A € R, so dass: VF(z) = AVg(x). (Hinweis: lok. Extremum auf kompaktem D immer angenommen!, oder VF (&) = 0,% € D)
Jordan-Inhalt: S: Menge aller nicht iiberlappenden Intervallsummen S := {J,_; ,Ix  innerer/&uBerer Inhalt: |[M|; := sup,es scar IS <
infses,mcs |S| = |Mla. M quadrierbar &  |M|; = |[M|q =: |M| bzw. Ye > 035.,5¢ : |S¢| — |Se|] < e mit Se C M C S°¢ Fiir
Wiirfelsummen My, M* gilt: |M|; := limp_, o0 [Mg|, |M|q := limp_ o |MF| fiir beschr. M, N € R™: |Mq| = [M|a, |M|; =|M°|;, [IMUN|q <
|[M|a 4+ |Nlay, M°NN°=@=|MUN|; >|M|; +|N|; C=fir quadr. Mengen)

Nullmenge & |M|, = 0 Fiir Nullmengen N gilt: X C N ist NM, Ui<oo N; ist NM, endliche Mengen sind NM  beschr. M C R™ mit M
Teilmenge von Untervektorraum von R™ iss NM M C R™ kompakt, f : M — R stetig = G(f) :={(z, f(z)) € R"*! : x € M} ist n 4 1-dim. NM.
M beschr. ist quadrierbar < OM NM. M quadrierbar = |M| = |M°| = |M|. M,N CR" quadr. = M UN, M NN, M\N quadr.

D C R™ beschr., f: D — R™ L-stetig = |f(D)|a < &|D|a, «a:=(Ly/n)"

D C R™ offen quadr. f : D — R"™ L-stetig auf M, reguldr auf D, d.h. stetig dif’bar mit det J;(z) # 0 = f(D) offen quadr. mit f(D) =
f(D), 0f(D)C f(8D) f injektiv= 0f(D) = f(0D)

R-Integral: D C R™ quadrierbar, f : D — R bschrinkt. f R-intergierbar :& supzcz(p)Sy; = in(x)dx = [p fl@)dz = TDf(x)d:c =
infzcz(py Sz & Ve>03Z.€ Z(D): Sz (f) =S85, (f) <e

Rotationskorper: Randfunktion ¢(z),z € [a,b] = |Dy|:=m- f; pz%dz

Fubini: I, € R", I, € R™ kompakte Intervalle, I := I, X I, f R-integrierbar auf I, Fir x € I, (y € Iy) sei f(z,-) (f(-,y)) integrierbar iiber I,
(Iy). Dann ist: [} f(z,y)d(z,y) = [1, [1, f(@,y)dedy = [; [}, f(z,y)dyde

charakt. Funktion A Menge: x4 (z) := {1: 2 € A/0:sonst}. [ xa(x)dr = |A|

D C R™ quadr., f R-int., m < f(z) < M,z € D, ¢ : [m, M| — R L-stetig = (¢ o f) R-int. = f,g R-int. = |f|, f+, f—, fg, max{f, g}, min{f, g}
R-int. N NM, f beschr. = [ f(z)dz =0

D C R™ quadr., f beschr. und tiberall bis auf NM N stetig = f R-int.

Schrankensatz: D C R quadr., f R-int. mit m < f(z) < M,z € D = m|D| < [, f(z)dz < M|D|.

Mittelwertsatz: D C R” quadr., f R-int. = 3p € R mit infycp f(2) < p < sup,ep f(x), so dass: [ f(x)de = p|D|. Ist zus. D kompakt, dann
FeD:ip=f©

Reihen/Konvergenzen: lim, .o ¥c =1 Ve > 0; limpoo Vn! = 00; limp_oo (1+ %)k =e Y.t oo Y, zF = = Viz| < 1
oo (=nkT1 1)k 1. sin(@) _ 4. s cos(z)=1 _ 0.

p ey s In(2); Y52, 2k 7m0 limg o 2222 =1;  lim, .o 52— = 0;

Ableitungen: tan’(z) = m, cot’(z) = ﬁ; In’(z) = L; arcsin’(z) = \/172; arccos’(z) = 7\/%2; arctan’(z) = ﬁ; 4% = a” - In(a);

Integrale: [ z%dz = A7 aca+1+C [a%de = £24+0; [ Lde =In|z|+C; [sin(z)de = —cos(z)—i—C [ cos(z)dz = sin(z)+C; fm = tan(z)+C;

f sindf(z) = —cot(z) +C; [ \/7 = arcsin(z) + C; [ \/7 = arctan(z) + C; [ am+b =In(az+b)+C [ wrayTdT (1—n)(z+a)n*1 +C

J - 2+a dz = In(z + sqrtz® 4+ a?) + C J wd = W + C J ag-jf::? = i%ln(a2 + 2%) + C Ii \/% = 27V‘“"+b +C

J \/% Va?+a22+C [ 7 12:1:12)3 = — a21+m +C [ 2+ > = In(z + Va? +22) + C f:u (@) (z)dz = [u(z)v(z)]® fb "(z)v(z)dw;

J2Fe @) (v)dy = [25) f(z)de

Integral-Transf.: Polar: (z,y) = (rcos0,rsin@) dz = r-drdf, Zylinder: (z,y,z) = (rcosf,rsinb, z) dz =r-drdfdz,
Kugel: (x,y,z) = (rcos 8 sin @, 7 sin 0 sin ¢, 7 cos p) dx = r?sinp - drdfde, 0< o <7




