Betrag: |[a +b| < |a| + |b; |la] —1b]| < |a =] Bernoulli’sche Ungleichung: (1+a)" >1+n-a
Trennungseigenschaft des R: zu A, B C R mit (a € A,b € B = a < b) existiert ein s € R mit: Va € AVb € B gilt a < s < b (s trennt A, B).

Intervallschachtelung: Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von (abgeschlossenen) Intervallen I, := [an;bn] := {z € R |an < x < by} mit
den beiden Eigenschaften: a) I,41 C In, m €N b) Zu jedem beliebig kleinem e > 0 gibt es ein Intervall In mit der Linge |b, — an| < €.
Zu jeder Intervallschachtelung in R gibt es ein a € R, welches allen ihren Intervallen angehort.

Doppelsummen: (Z ajk> => Y ajr= (Z ajk> Summenprodukt: (Z aj> (Z bk> = > > ajbg.
1 k=1

j=1 \k=1 Jj=1k= k=1 \j=1 j=1 j=1k=1
Binomialkoeffizient: (j) = **=Hyt =il — gt = ()5 () =1= ()5 () = () + (1)
bin. Lehrsatz: (a + b)" = kél (k’ll)a"“*kb’“*l aZ:II:" —an—1 4 gn—2p4 4 qbn—2 4 pn—1
Konvergenz: an, '—3 a: Ve >03ne ENVR>ne: |an—al<e¢ (lan —al =0 (n — 00))

Cauchy-Folge: Ve > 0 3ne € N: |an —am| <€ Vn,m > ne

— jede konv. Folge ist C-Folge, jede C-Folge ist beschrinkt.
— fast allean, >0 = a>0
— limap, =a = limRean = Rea; limIma, = Ima; lim|an| = |a]
H&aufungspunkt (HP): Ve >0 3n. e NVn > ne: |an —a| <e€
lim ¥c=1 Ve > 0; lim V/n!= oo; lim (1+%)k =¢;
n—oo n—oo k—oo
kleinste obere Schranke: sup an := min{K € R| an < K Vn € N} grofte untere Schr.: in?\] an :=max{K € R|a, > K Vn €N}
ne

neN

Bolzano-Weierstraf3: a) Jede beschr. Folge besitzt HP. b) jede beschr. Folge in R besitzt grofiten und kleinsten HP. Sie werden mit lim sup
und lim inf bezeichnet.

Abschluss: Gehoren alle HP von M C K zu M, so heiit M abgeschlossen. M = {1: €K |3(an)nen, an € M: z = lim an}

n—00
Ist M C K abgeschlossen und hat jede Folge in M einen HP, so heifit M kompakt.
(an)nen beschriankt und (an) hat genau einen HP a = (an) — a (n — o0).
Monotonie: a,4+1 > an = mon. steigend.
jede beschriankte monotone Folge in R hat Grenzwert.
n

> ag

k=m-+1

Cauchy-Konvergenz: Ve > 0 3Inc E NVn >m > ne: |sn — Sm| = < €.

Eine Reihe Y aj kann nur konv. sein, wenn Partialsummen beschr. und |ag| — 0 (k — o00)

> an und Y by konvergent = Y (aan + Bbn) = a ) an + BY by existiert und ist konvergent.

=) =) k— =)
52 1 — oo (harmon. Reihe); 3. 2% = 21— V|z| < 1 (geomtr. Reihe); . (G D In(2); > Gl L % (Leibnitz’sche Reihe).
k=0 k=

k=1" 1w k=1

Leibnitz-Kriterium: )7 ; aj mit alternierenden ay, (ay - agy1 < 0) ist konvergent, wenn: |an| > |ant1] — 0 (n — o0).
Dirichelet-Kriterium: Y 72 ; a; habe beschr. Partialsummen und (bn)nen sei mon. fallende Nullfolge = >°77 | apby konvergent.

>~ ay heiit absolut konvergent, wenn ) |ay| konvergiert.

Vergleichs-Kriterium: seo = ) ag; sh, = > a},

Jko € N Yk > ko mit Konstante x > 0 gilt: |ag| < raj, so ist s,, Majorante zu soo. Aus (abs.) Konv. von s folgt (abs.) konv. von suo; aus

!
< L1y

Div. von s« folgt Div. von s, (gleiches folgt aus: ‘—‘“{;:1 <=

‘Waurzelkriterium: ’\V/\ak| <g¢g<1l = 3 ag abs. konv. Quotientenkrit.:
jeweils Vn, k > ng, ko.

<g<1l = > agabs. konv.(>1 = Divergenz)

41
ag

(=]
Potenzreihe: Y cn(z — x0)™ abs. konv. fiir |z — zo| < R := L

Y
n=0 nhy& Vlen|

Umordnungssatz: Fiir absolut konv. Reihen ist auch jede Umordnung abs. konvergent gegen den selben Limes.

; fiir |¢ — zo| > R foglt Divergenz.

Cauchy-Produkt: s(1) =3 ay, s(3) =Y b, abs. konv. = Y ¢ = s - 52 ist abs. konv. mit ¢, = a1bp_1 + ... + an_1b1.
oo

Exponentialreihe: exp(z) = > “Z—I,C; exp(z + y) = exp(z) - exp(y);
k=0

monotone Fkt.: 1 <z2 = f(z1) < f(x2) fiir strikt mon. Fkt. existiert strikt mon. Umkehrfkt.

f hat Limes in zg, wenn z, — 29 (n — ) = f(zn) — a (n — oo) fiir alle Folgen x,, — z¢ mit z,, € D

f heiit stetig in z9 € D, wenn V(zn)nen C D : zp — 20 = f(zn) — f(zo) oder gdw.: Ve > 0 36 > 0Vz € D : |z —zo| < 6 =
If(@) — f(zo)| < e

f, g stetig in xo = Ref, Imf, |f|, f+9g, f- g, f/g, f o g stetig in xo; f injektiv und stetig = f~! stetig.
Zwischenwertsatz: Sei f : [a.b] — R stetig = Vy € Rmit f(a) <y < f(b) Jc € [a,b] mit f(c)=y.
kleinste obere Schranke: sup f(z) = min{8 € R|f(z) < BVz € D}

xzxeD

Satz von Beschrianktheit: Eine auf einer beschr. abgeschl. Teilmenge D C K stetige Fkt. f : D — K ist dort beschrankt, d.h. 3k > 0 mit
sup [f ()] < k.
xT

Satz vom Extremum: Eine auf einer beschr. abgeschl. Teilmenge D C K stetige reell-wertige Fkt. f besitzt dort ein Max. und ein Min.

Gleichm. Stetigkeit: Eine auf einer beschr. abgeschl. Teilmenge D C K stetige Fkt. ist dort gleichm. stetig, d.h. Ve > 0 35¢ > 0 Vz,z’ € D :
|z —a'| <dc = |f(z) - f(@)] <e

In(y-y') =In(y) +In(y’); In") =r-In(y); a*:=e*™@) >0 aeRy,a€R



e® . In(z) .
o % — o0 (z— o0); %—>O(m—>oo),
e sinx + cos?zx = 1; sin0 = 0; sing = 1; sinm = 0; sm?’T7r = —1; sin27 = 0; cos0 = 1; cosg = 0; cosm = —1; COST = 0;

cos2m =1; sin(x+y) =sinzcosy+coszsiny; cos(x+y)=coszcosyFsinasiny; sin(2x) =2sinzcosz; cos(2zx) = cos? x — sin? x;

sin®z = %(1 —cos2x); coslx = %(l—i—cos?x); sina —sin § = ZCOSLBsmLﬁ, cosa — cos 3 = —2sin & +6 smM, limow =1
xr—

lim <=1 _ g sin(z + 7) = — sin(z)

z—0 z

i _ P i _ _ L(giv 4 —imy — S k a2k iw o L (it a—im) S k_a2htl _
e " = cosz +isinz; Ree™ = cosz = 5(" +e7') = 3 (-1) Rt Ime'® = sinz = 5; (e’ —e™'%) = 37 (-1) ==l Rez =

k=0 k=0
zgz; Imz = z;iz;

e Definition von 7: cos (§) =0 <« 7 ist eindeutig bestimmte Nullstelle von cos in [0;2].
e Funktionenfolge (f)nen punktweise konvergent gegen f < Vzx e D: f,(z) — f(z) (n — o0)

e (fn)nen gleichmiBige konverget gegen f < Ve >0 3Inc e NVn > ne: |fu(z) — f(z)| <e Vz € D.
konvergiert Folge stetiger Fkt'nen gleichmifig, so ist Grenzfkt. stetig.

o fdiff’bar & zoJrhlGirB,h‘*O w existiert <& Jc € R : f(z) = f(zo) +c¢- (z—20) + w(z),z € D mit wegi’;nHQJO w(z)o =0. (= c= f'(z0))

o (fH(y) = ﬁx),y = f(z); tan/(z) = @; cot/(z) = ﬁ; In'(z) = %; arcsin’ (z) = \/117?; arccos’ (z) = —\/1177; arctan’(z) =
1+1w2§ %ax =a® - In(a);

e Satz vom Extremum: f hat auf I = (a,b) lok. Extremum zo € I (f(z0) > f(z) Vz € Us(z0)) = f'(z0) = 0. f”"(x0) < 0 = =x0 ist striktes
lok. Maximum.

e Satz von Rolle: f auf [a,b] stetig, auf (a,b) diff’bar und f(a) = f(b) = Jc € (a,b) : f'(c) = 0.

e 1. Mittelwertsatz: f auf [a,b] stetig, auf (a,b) diff’bar = 3¢ € (a,b) : f/'(c) = L) =f(a)

b—a
= f/(z) >0 = f monoton steigend; If' (@) < K,z € (a,b) = |f(z) — f(@)| < K- |z —a'|; z,2" € [a,b] (L-stetig !)
= f"(z) >0,z € I = f konvex auf I, d.h. Vo,y € IVA € (0,1) : f(Az + (1 — N)y) < Af(z) + (1 —N)f(y)

e 2. Mittelwertsatz: f, g auf [a,b] stetig, auf (a,b) diff’bar und ¢’(z) # 0 mit = € (a,b) = 3¢ € (a,b) : i <C§ %.

n

(k)
e Taylor-Entwicklung: Ist f (n-+1)-mal stetig diff’bar und ¢, (zg,z) = > fki('ro)(x —x0)® um xo € (a,b) = Vz € (a,b)3¢ zwischen = und o,

k=0
(n+1)
fi(é)(z — 20)™ ", f konvergiert und f(z) = too (0, 2) = f (reell) analytisch. sup [f(™(z)|< M <oo,neN=f

mit: f(x) =t (xo, )+
J@) =m0, 20+ 76y R

=:Rp41(z0,)
analytisch, d.h. Taylor konvergiert fiir z,z¢ € (a,b). immer z.z.: t,(zo, ) konvergiert gegen f(x) und Ry+1(z0,y) — 0 (n — o0)

e Newton-Verfahren: z,1 = zn — ff/(('f;" )); |xn —2*| < A-|zn —2*|2 = quadratische Konvergenz.
o Cla,b] :={f :[a,b] — R | fstetig} ist ein normierter Vektorraum mit der sog. Maximumsnorm: || f||,, := max |f(z)]

z€a,b]
(Normeigenschaften: [|fllo =0 = f(z) =0; afll = lol [|flloc o € Rs [If + 9lloo < [flloo + l19llo0)

e Fiir eine Fkt.-Folge (fn)nen auf beschrédnktem, abgeschl. Intervall D = [a,b] ist die gleichmé&Bige Konvergenz gegen f : [a,b] — R &
lfn = flloo — 0 (n — 0). C-Folge und Vollstindigkeit sind analog zu R definiert.

o Arzela-Ascoli: Sei (fn)nen Fkt.-Folge mit fn, C C[a,b] und gleichméBig beschrankten (sup ||fr|,, < o0) und gleichgradig stetigen (Ve >
neN
036 >0Vn eN: Irrll \fn(x) fn(z")| < €) Gliedern gegeben. Dann existiert eine Teilfolge (fn,;, )xeny mit || fn;, — fllo — 0 (k — o0)
z,x'€l;|lz—z’
mit f € Cla,b].

e Eine (beschrinkte) monotone Funktion f : I = [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

e Monotonie des R-Integrals: Sei: g(z) > f(z), z € [a,b] = ffg(x)dz > f: f(x)dx

) < f: |f(z)|dz; f+ := max(f,0), f— := min(f,0), (f - ¢g) sind R-integrierbar.

¢ Fundamentalsatz: a) fiir stetige Funktionen ist das bestimmte R-Integral: F(x) = f f(y)dy, =z € [a,b] eine Stammfkt. b) ist F Stammfkt.
einer stetigen Fkt f, dann gilt: f f(:r )dx = F(x) | = F(b) — F(a)

o [z%zx = +1 x4+ fa””d:t = +C f Sdr = 1n|:c|+C’ [ sin(z)dz = — cos(z)+C; [ cos(z)dz = sin(z)+C; [
]% = —cot(z)+C; [ \/: 7arcsm(x)+C ] 1+12 =arctan(z)+C; [ x_}_adzfln(\x—&-a\)-i-C | aiamde = (1_n>(11+a)n,1 +C

1 2 —

f z%-‘—ldx -2 ln(x + 1) +C f (z2+a)” dr = 2(17n)(12+1)"*1

o |f|ist R-integrierbar und es gilt:

= tan(z)+C}

0052 (z)

@ (b)
FleW) e Wdy= [ flz)dx

p(a)

L=

b b
o [u@p (@)de = [u@p@)); - [ o (@)v(@)da;

e Sei f:[nog,00) — R eine stetige, positive, monoton fallende Fkt. Dann gilt: Z flk)y<oo < f f(x)dz < oo
k=ng

Die wirklich wichtigen Dinge, wenn’s gar nicht mehr weitergeht:
L’Hospital — zur bin. Formel erweitern — |z, — | — 0 — Null addieren — Dreiecksungleichung — Phonix — triviale 1 einfiigen — 42

DON'T PANIC

— it is from earth, so it has to be mostly harmless —
in any other case: Try to tell the professor that you own a towel and therefor have to pass the test, or:
Take the juice from one bottle of OI' Janx Spirit. Pour into it one measure of water from the seas of Santraginus V. Allow three cubes of Arcturan Mega-gin
to melt into the mixture. Allow four Litres of Fallian marsh gas to bubble through it. Over the back of a silver spoon float a measure of Qualactin Zones.
Drop in the tooth of the Algolian Suntiger. Sprinkle Zamphuor and add an olive ... drink ... but ... very carfully ...



