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KAPITEL 1

Grundlagen

1.1 Mathematische Symbole und grundlegende Definitionen

• K RONECKER -Symbolδkl:

δkl :=

{
1, k = l

0, k 6= l

• L ANDAU -SymboleO(·), o(·): Seienf, g komplexe Funktionen in einer Umgebung vona (a =∞ ist erlaubt!), so schreibt man:

f(x) = O(g(x)) für x → a, falls: lim
x→a

f(x)

g(x)
= A 6= 0, A = const.

und:

f(x) = o(g(x)) für x → a, falls: lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0.

Anschaulich bedeutet o(g), dass die Funktion f für x → a schneller gegen 0, als die Funktion
g.
Die Schreibweise O(g) bedeutet anschaulich, dass sich die Funktion f, wie die Funktion g v
erhält.

Als Beispiel I betrachte man etwa den Grenzübergang x → ∞, also das asymptotische Ver-

halten einer Funktion. Dann ist f(x) := 1
x2 = o

(
1
x

)
, da lim

x→∞
1

x2
1
x

= lim
x→∞ 1

x
= 0. Allerdings ist

umgekehrt f(x) := 1
x
6= o

(
1
x2

)
, da lim

x→∞ f(x)
g(x)

= lim
x→∞ x = ∞. Die Funktion 1

x2 fällt also schneller

gegen 0, als 1
x
.

Beispiel II: Nun betrachte man die Funktion f(x) = sinx bei Annäherung an den Nullpunkt
x → 0. Afgrund der folgenden Beziehung gilt dort sinx = O(x), also verhält sich der Sinus
am Nullounkt, wie die Funktion g(x) = x.

lim
x→0

sinx
x

= 1 6= 0.
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1.2.Äquivalenzrelationen und -klassen

• charakteristische Funktion: SeiD irgendeine Menge. Zu jeder Menge kann man einecha-
rakteristische FunktionχD definieren:

χD :=

{
1, x ∈ D
0, x /∈ D

.

Die partielle charakteristische Funktionist 1 für allex ∈ D und undefiniert sonst.

1.2 Äquivalenzrelationen und -klassen

• Definition: Äquivalenzrelationen und -klassen:
Eine Äquivalenzrelation auf einer MengeA ist eine Beziehung zwischen zwei Elementen
a, b ∈ Amit den Eigenschaften:

1. a ∼ a (Reflexiviẗat)

2. a ∼ b ⇒ b ∼ a (Symmetrie)

3. a ∼ b, b ∼ c ⇒ a ∼ c (Transitiviẗat)

EineÄquivalenzklasse[a] ist definiert als die Menge:

[a] := {x ∈ A |x ∼ a }

• Satz:Jede Menge zerfällt vollständig in disjunkteÄquivalenzklassen.

1.3 Normen

• Definition:
SeiV ein Vektorraum. Eine Norm‖·‖ : V → R ist eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften
(x, y ∈ V ; α ∈ R):

1. ‖x‖ ≥ 0 und‖x‖ = 0 ⇔ x = 0 (Definitheit)

2. ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ (Homogeniẗat)

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (Dreiecksungleichung)

Ein Paar(V, ‖ · ‖) wird normierter Raum genannt

• Normäquivalenz: Auf einem endlich dimensionalenVektorraumKn sind alle Normen̈aqui-
valentzur euklidischen Norm, d.h.:
Zu jeder Norm‖ · ‖ gibt es positive Konstantenm,M > 0, mit denen gilt:

m ‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤M ‖x‖2

Als Beispiel dafür, dass die Normäquivalenz auf unendlich dimensionalen Vektorräumen nicht
mehr gilt kann dienen: Wären alle Normen auf C[a, b] äquivalent, so müsste dieser Raum so-
wohl bzgl. der Maximumsnorm, als auch bzgl. der L2-Norm vollständig sein. Somit würden
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1.3. Normen

alle konvergenten Folgen von Funktionen fn → f gegen stetige Funktionen f ∈ C[a, b] kon-
vergieren. Man betrachte die Funktionenfolge gn(x) := xn, die bzgl. der L2-Norm auf C[0, 1]

gegen die folgende Funktion konvergiert:

g(x) =

{
0 x < 1

1 x = 1
.

Die obige Funktion f ist aber sicher nicht stetig, also g /∈ C[0, 1]. Damit ist die Folge zwar kon-
vergent, ihr Limes liegt aber nicht im Raum und C[0, 1] ist bzgl. dieser Norm nicht vollständig.

• Beispiele f̈ur Normen auf dem Kn:

– euklidische Norm:‖x‖2 :=

√
n∑

i=1

|xi|
2

– Maximums-Norm:‖x‖∞ := max
i=1,...,n

|xi|

– l1-Norm:‖x‖1 :=
n∑

i=1

|xi|
p

– lp-Norm:‖x‖p :=

(
n∑

i=1

|xi|
p

) 1
p

• wichtige Ungleichungen:

–
∣∣‖x‖− ‖y‖

∣∣ ≤ ‖x− y‖
– BERNOULLI ’sche Ungleichung: Für a ∈ R unda ≥ −1 gilt f ür beliebigesn ∈ N:

(1+ a)n ≥ 1+ na

– YOUNG’sche Ungleichung:Für p, q ∈ R mit 1 < p, q < ∞ und1/p+ 1/q = 1 gilt:

|xy| ≤ |x|p

p
+

|y|q

q
, x, y ∈ K

– H ÖLDER ’sche Ungleichung:Für das euklidische Skalarprodukt gilt für beliebigep, q ∈
R mit 1 < p, q < ∞ und1/p+ 1/q = 1:

|(x, y)2| ≤ ‖x‖p · ‖y‖q , x, y ∈ Kn

Diese Ungleichung gilt auch im Grenzfallp = 1, q = ∞.

– M INKOWSKI ’sche Ungleichung:Für beliebigesp ∈ R mit 1 ≤ p < ∞ sowie f̈urp = ∞
gilt:

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p , x, y ∈ Kn

• Abstand/Metrik: SeiX irgend eine Menge. Eine Abbildungd(·, ·) : X × X → R heißtMe-
trik/Abstand(aufX), wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

M1 Definitheit:d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ⇔ x = y

M2 Symmetrie:d(x, y) = d(y, x)

M3 Dreiecksungleichung:d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)
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1.4. Matritzen und Matrixnormen

Das Paar(X, d) wird metrischer Raum genannt.

• Abstand zu einer Menge:SeiM ⊂ Rn eine Menge. Man definiert dann den Abstand eines
Punktex ∈ Rn zuM mit Hilfe der Metrikd(a, b) als:

dist(x,M) := inf {d(x,m) ∈ R |m ∈M } .

dist(x,M) ist also der kleinste Abstand, vonx zu einem Punktm ∈M der Menge.

1.4 Matritzen und Matrixnormen

• Matrixnormen: Da man den Raum Kn×n der n×n-Matrizen mit dem K2n identifizieren kann,
so kann man auch Normen für Matrizen definieren, für die alle gewöhnlichen Normeigenschaf-
ten gelten; insbesondere auch die Normäquivalenz auf Kn×n. Der Begriff der Konvergenz wird
dann komponentenweise erklärt.

Natürliche Matrixnorm: Für eine beliebige Vektornorm‖·‖ aufKn wird durch folgende Set-
zung eine Matrixnorm erklärt:

‖A‖ := sup
x∈Kn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

= sup
x∈Kn,‖x‖=1

‖Ax‖

Für solchenatürlich erzeugte Matrixnormen gilt:

1. ‖En‖ = 1.

2. ‖Ax‖︸ ︷︷ ︸
Matrixnorm

≤ ‖A‖︸︷︷︸
Matrixnorm

· ‖x‖︸︷︷︸
Vektornorm

, x ∈ Kn, A ∈ Kn×n.

3. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ , A, B ∈ Kn×n

Nicht jede Matrisnorm ist auchnatürlich. Für die FROBENIUS-Norm gelten nur die obigen
Eigenschaften 1 und 2. Zusätzlich gilt‖En‖F =

√
n. Sie ist definiert durch:

‖A‖F :=

√√√√ n∑
j,k=1

|ajk|2.

• Natürliche Matrizennormen: Die naẗurlichen Matrizennormen zur Maximumsorm‖·‖∞ und
zurl1-Norm‖·‖1 sind die sog.Maximale-Zeilensummen-Normund dieMaximale-Spaltensummen-
Norm:

‖A‖∞ := max
1≤j≤n

n∑
k=1

|ajk|

‖A‖∞ := max
1≤k≤n

n∑
j=1

|ajk|

• Spektralnorm: Für hermite’sche Matrizen (A = tA) gilt f ür dieSpektralnorm‖·‖2:

‖A‖2 = max{|λ| , λ Eigenwert vonA}
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1.4. Matritzen und Matrixnormen

Für allgemeine MatrizenB ∈ Kn×n gilt:

‖B‖2 = max
{√

|λ|, λ Eigenwert vontAA
}

Zur Motivation der Spektralnorm: Seiw 6= 0 eine normierter Eigenvektor zum Eigenwert λ der
Matrix A ∈ Kn×n, also:

‖w‖ = 1 und A ·w = λw.

Damit erhält man folgende Abschätzung:

|λ| = |λ| · ‖w‖ = ‖A ·w‖ ≤ ‖A‖ · ‖w‖ = ‖A‖ .

Das bedeutet, dass alle Eigenwerte auf einer Kreisscheibe um den Nullpunkt in C liegen. Der
Radius ist gerade ‖A‖. Damit erhält man:

max
λ ist EW

|λ| ≤ ‖A‖∞ .

• spezielle Matritzen ausKn×n:

1. HERMITE’sche Matritzen:Eine MatrixA ∈ Kn×n heißt hermite’sch, wenn gilt:

A = tA.

– Für hermite’sche Matritzen hat die Spektralnorm die spezielle Gestalt:

‖A‖2 = max{|λ|, λ Eigenwert vonA}

– Alle Eigenwerte einer hermite’schen Matrix sind reell.

– Zu jeder hermite’schen MatrixA ∈ Kn×n gibt es eine Orthonormalbasis vonKn, die
aus Eigenvektoren vonA besteht. Außerdem gibt es eine unitäre MatrixS ∈ Kn×n

mit der gilt (λ1, ..., λn ∈ R Eigenwerte vonA):

S−1AS = tSAS =

λ1 0
. ..

0 λn


2. orthogonale Matritzen:Eine MatrixA ∈ Kn×n heißt orthogonal, wenn ihre Spaltenvek-

toren ein Orthogonalensystem bilden. Es gilt:

A−1 = tA.

– Für alle Eigenwerteλi ∈ C gilt: |λi| = 1.

3. unitäre Matritzen:Eine MatrixQ ∈ Kn×n heißt uniẗar, wenn gilt:

Q−1 = tQ.

– Für alle Eigenwerteλi ∈ C gilt: |λi| = 1.
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1.5. Intervallschachtelungen

– Zu jeder uniẗaren MatrixQ ∈ Kn×n gibt es eine uniẗare MatrixS ∈ Kn×n, so dass
(λ1, ..., λn ∈ R Eigenwerte vonA):

S−1QS = tSQS =

λ1 0
...

0 λn


Die Matrix S besteht aus einer Basis von Eigenvektoren.

– unitäre MatritzenQ,Q1,Q2 ∈ Kn×n sind insbesondere regulär (voller Rang) und es
gilt:

‖Qx‖ = ‖Q‖ ⇒ ‖Q‖ = 1(
Qx,Qy

)
2

=
(
x, y
)

2
, x, y ∈ Kn.

• Positiv Definit für Matrizen: Eine MatrixA ∈ Kn×n heißtpositiv definit, wenn gilt:

(Ax, x)2 ∈ R, (Ax, x)2 > 0 ∀x ∈ Kn\{0}

Eine hermite’sche Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle ihre (reellen) Eigenwerte
positiv sind.

• Störungssatz:Die Matrix B ∈ Kn×n habe die Norm‖B‖ < 1. Dann ist die MatrixEn + B

regul̈ar und es gilt: ∥∥(En + B)−1
∥∥ ≤ 1

1− ‖B‖

• SeiA ∈ Kn×n regul̈ar undB ∈ Kn×n mit
∥∥A−1B

∥∥ < 1. Dann ist auchA+ B regul̈ar

1.5 Intervallschachtelungen

• Definition:
Eine Intervallschatelung ist eine Folge von (abgeschlossenen) IntervallenIn := [an, bn] mit:

1. In+1 ⊂ In
2. Zu jedemε > 0 gibt es ein IntervallIn mit Länge|bn − an| < ε.

• Intervallschachtelungseigenschaft:
Zu jeder IntervallschachtelungIn in R gibt es eina ∈ R mit: a ∈ In ∀n ∈ N

• Trennungseigenschaft desR:
Zu zwei TeilmengenA,B ⊂ R mit. a ≤ b, ∀a ∈ A, b ∈ B gibt es eins ∈ R, dassa undB
trennt, d.h.a ≤ s ≤ b, ∀a ∈ A, b ∈ B.
Die Trennungeigenschaft ist zur Vollständigkeit vonR äquivalent

1.6 Eigenschaften von Teilmengen desK und desKn

• Durchmesser einer Menge:Für Eine MengeM ⊂ Kn ist ihr Durchmesser definiert als:

diam(M) := sup{‖x− y‖2 , x, y ∈M} .
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1.6. Eigenschaften von Teilmengen desK und desKn

• ε-Umgebungen/Kugelumgebung eines Punktes:Eine EpsilonumgebungUε(x0) für einx0 ∈
D ⊂ Kn mit dem Radiusε > 0 ist definiert, als die offene Kreisscheibe:

Uε(x0) = Kε(x0) :=
{
x ∈ D

∣∣‖x− x0‖ < ε
}

• ε-Umgebung einer Menge:Als offeneε-Umgebungeiner MengeM ⊂ Rn bezeichnet man
die Menge:

Uε(M) :=
{
x ∈ Rn

∣∣dist(x,M) < ε
}
.

• Sätz zu Umgebungen:Es gilt:

1. Jede Obermenge einer Umgebung vona ∈ Kn ist eine Umgebung vona.

2. Der Durchschnitt zweier Umgebungen vona ∈ Kn ist ebenfalls eine Umgeung vona.

3. HAUSDORFF’sche Trennungseigenschaft:Zu je zwei verschiedenen Punktena, b ∈ Kn

existieren disjunkte Umgebungen.

• beschr̈ankte Mengen:
Eine MengeM ⊂ K heißtbeschr̈ankt, wenn es eine ZahlR > 0 gibt, sodass|z| ≤ R für fast
allez ∈M.

Eine MengeM ⊂ Kn heißtbeschr̈ankt, wenn es eine KugelumgebungKr(0) des Nullpunktes
gibt, die alle Elemente der Menge enthält.

• offene Mengen:
Eine Menge heißtoffen, wenn es zu jedema ∈ O eine KugelumgebungKε(a) gibt, die inO
enthalten ist.

Dies bedeutet, dass es keine sog. Randpunkte gibt, deren Kugelumgebungen zum Teil inO und
zum Teil imKomplement von O liegen.

Lemma: Der Durchschnitt endlich vieler und die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen
ist offen.

• abgeschlossene Mengen:
Eine MengeM ⊂ Kn heißtabgeschlossen, wenn sie die Granzwerte aller konvergenten Folgen
(an)n∈N mit an ∈M entḧalt. Auch die leere Menge∅ heißt abgeschlossen.

Eine weitere Definition ist: Eine MengeA ⊂ Kn heißtabgeschlossen, wenn ihr Komplement
Ac := Kn\A offen ist.

Beispiele:Die folgenden Mengen sind abgeschlossen:

1. die berandete Kreisscheibe mit dem Radiusr uma: Kr(a) :=
{
z ∈ Cn

∣∣‖z− a‖ ≤ r
}

2. Das CANTOR’sche Diskontinuum ist abgeschlossen, und sogar kompakt.

3. Gegenbeispiel:Q ist nicht abgeschlossen, da z.B. die Folgean =
(
1+ 1

n

)2 ∈ Q gegen
die Eueler’sche Zahle konvergiert unde /∈ Q. Damit gibt es Folgen inQ deren Grenzwert
nicht inQ liegt.
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1.6. Eigenschaften von Teilmengen desK und desKn

Die Mengen∅ undKn sind zugleich offen und abgeschlossen.
Die diskrete Menge

{
1
n
, n ∈ N

}
ist weder offen noch abgeschlossen.

Lemma: Die Vereinigung endlich vieler und der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener
Mengen ist abgeschlossen.

• Rand einer Menge:Ein Punkta ∈ Kn heißtRandpunkteiner MengeM ⊂ Kn, wenn jede
Umgebung vona Punkte sowohl ausM, als auch aus dem KomplementMc := Kn\M entḧalt.

Die Menge aller Randpunkte ausMwir mit ∂M bezeichnet. Aus Symmetriegründen gilt∂M =

∂(Mc). Jeder Randpunkt vonM ist also zugleich Limes von Punktfolgen inM undMc.

Der Rand einer jeden MengeM ⊂ Kn ist abgeschlossen.

• offener Kern von Mengen: Für eine MengeM ⊂ Kn ist deroffene Kern, oder dasInnere
definiert als:

M◦ := M\∂M.

Es gilt: Die MengeM◦ ist offen. Jede offene TeilmengeO ⊂M ist inM◦ enthalten.
Das InnereM◦ einer MengeM ⊂ Kn ist die gr̈oßte offene Menge, die inM liegt.

• Anschluss einer Menge:
Der Abschluss einer MengeM ⊂ K wird mitM bezeichnet und ist folgendermaßen definiert:

M :=
{
x ∈ K

∣∣∣∃(an)n∈N, an ∈M : x = lim
n→∞an

}
Für MengenM ⊂ Kn ist derAbschluss, bzw. dieabgeschlossene Ḧulle definiert als:

M := M ∪ ∂M

Es gilt:M ist abgeschlossen. Jede abgeschlossene MengeA, mitM ⊂ A entḧaltM.
Der AbschlussM ist die kleineste abgeschlossene Menge, dieM entḧalt.

Beispiele: Der Rand von Qn in Kn ist der ganze Kn. Der Rand von Kn ist leer. Der Rand der
Kugelumgebung Kr(0) ist: ∂Kr(0) := {x ∈ Kn |‖x− 0‖2 = r }.

• Eine MengeO ⊂ Kn ist genau dannoffen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte enthält.

• Eine MengeA ⊂ Kn ist genau dannabgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte enthält.

• kompakte Mengen: Eine MengeM ⊂ K heißt kompakt, wenn sie abgeschlossen und be-
schr̈ankt ist. Auch die leere Menge∅ heißt kompakt.

Eine MengeM ⊂ Kn heißt kompakt(bzw. folgenkompakt), wenn jede Folge inM einen
Häufungspunkt inM besitzt.

zus̈atzlich gilt: Der DurchschnittA∩K einer abgeschlossenen MengeA und einer kompakten
MengeK ist kompakt.

Beispiele: Eine abgeschlossene Kugel Kr(a) und der Rand einer beschränkten Menge ∂M sind
kompakt. Eine endliche Menge ist kompakt
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1.6. Eigenschaften von Teilmengen desK und desKn

• HEINE -BOREL ’sche Überdeckungseigenschaft:Sei I eine Indexmenge,X ein metrischer
Raum undK ⊂ X. Aus jeder Familie{Ui}i∈I offener Mengen inX mit K ⊂

⋃
i∈I

Ui können

endlich vieleUi1 , ..., Uir ausgeẅahlt werden, so dass gilt:

K ⊂ Ui1 ∪ ... ∪Uir .

• Satz von HEINE -BOREL : Für eine TeilmengeM ⊂ Kn sind folgende Aussagen̈aquivalent:

1. M ist folgen-kompakt.

2. M ist beschr̈ankt und abgeschlossen.

3. Jede offenëUberdeckung vonM entḧalt eine endlichëUberdeckung.

Diese Charakterisierung von kompaktist nur für endlich-dimensionale Vektorräume möglich.
In unendlich dimensionalen VRs, wie dem C[a, b] sind zusätzliche Eigenschaften nötig, um die
Kompaktheit von beschränkten und abgeschlossenen Mengen nachzuweisen.

• BOLZANO -WEIERSTRASS-Charakterisierung: Eine TeilmengeM ⊂ K ist genau dann kom-
pakt, wenn jede Folge inM eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt inM konvergiert.

• Das Bildf(M) einer kompakten MengeM ⊂ K unter einer stetigen Funktionf : M → K ist
ebenfalls kompakt.

• Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge inKn ist ebenfalls kompakt.

• vollständige Räume: Ein Vektorraum heißt vollständig, wenn alle Cauchyfolgen ihren Grenz-
wert in diesem Raum haben.

• BANACH -Raum: Ein normierter (mit einer Norm versehener), vollständiger Vektorraum heißt
BANACH-Raum.

• relativ offene Mengen: Eine TeilmengeM ⊂ G ⊂ Kn heißtrelativ offen bzgl.G, wenn zu
jedem Punkta ∈M eine KugelumgebungKr(a) existiert, mitKr(a) ∩G ⊂M.

• zusammenḧangende Mengen:Eine offene MengeG ⊂ Kn heißtzusammenḧangend, wenn es
keine relativ-offene ZerlegungG = U ∪ V gibt, mitU,V 6= ∅ undU ∩ V = ∅. Eine offene
und weg-zusammenhängende MengeG ⊂ Kn heißtGebiet.

• Lebesgue-Nullmenge:Eine TeilmengeM ⊂ R heißt Lebesgue-Nullmenge, wenn es zu jedem
ε > 0 höchstens abz̈ahlbar unendlich viele abgeschlossene (oder offene) IntervalleI1, I2, ...

gibt, so dass gilt:
M ⊂

⋃
k

Ik,
∑

k

|Ik| ≤ ε.

Eine Eigenschaft giltfastüberall, wenn siëuberall bis auf eine Nullmenge gilt.
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Teil I

Analysis 1: Analysis desK
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KAPITEL 2

Folgen

2.1 Definition & Konvergenzbegriffe

• ε-Konvergenz:
Eine Folge(an)n∈N konvergiert gegen einen Limesa ( lim

n→∞an = a) genau dann, wenn:

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N : |an − a| < ε fürn > Nε

• Cauchy-Folge (CF):
Eine Folge(an)n∈N heißt Cauchy-Folge, wenn:

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N : |an − am| < ε fürn,m > Nε

• Sätzeüber Folgen:

1. Jede konvergente Folge ist auch Cauchy-Folge.

2. Jede Cauchy-Folge ist beschränkt.

3. Jede Cauchy-FolgëuberR hat einen Limes inR (R ist vollsẗandig)

Proof. 1. Es gelte lim
n→∞an = a. Dann gibt es zu jedemε > 0 ein N ∈ N, sodass f̈ur

n,m > N:

|an − a| <
1

2
ε, |am − a| <

1

2
ε

Daraus ergibt sich mit der Dreiecksungleichung:

|an − am| = |an − a+ a− am| ≤ |an − a| + |am − a| <
1

2
ε+

1

2
ε = ε

2. aus einer unbeschränkten Folge(an)n∈N kann man eine divergente Teilfolge auswählen,
aus der man eine weitere Teilfolge(ank

) erḧalt mit ank+1
> 2 · ank

. Damit gilt dann:

|ank+1
− ank

| ≥ |ank+1
| − |ank

| > |ank+1
− ank

| → ∞
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2.2. Beschr̈ankung und Ḧaufungspunkte

• Es gilt: Folge konvergiert aufK ⇔ Folge ist Cauchy-Folge.

• Der Limes einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

• Werden bei einer konvergenten Folge nur endlich viele Glieder geändert, so bleibt sie konver-
gent.

• Jede konvergente Folge ist notwendigerweise beschränkt.

• Gilt f ür eine Folgean ≥ 0 für fast allen ∈ N, so folgt liman ≥ 0 (Für > gilt dies nicht
unbedingt!).

• Für zwei konvergierende Folgen mit lim
n→∞an = a und lim

n→∞bn = b existieren auch folgende

Grenzwerte:

lim
n→∞(an + bn) = a+ b lim

n→∞(an · bn) = a · b lim
n→∞

an

bn

=
a

b

Für den letzten Grenzwert ist nochbn 6= 0 für fast allebn undb 6= 0 notwendig.

• Für konvergente Folgen(an)n∈N aufK mit lim
n→∞an = a gilt:

lim
n→∞ |an| = |a| lim

n→∞ Rean = Rea lim
n→∞ Im an = Im a

• Beispiel:Konvergenz einiger Folgen:
lim

n→∞ 1
n

= 0 lim
n→∞ n

2n = 0

lim
n→∞qn = 0 0 ≤ q < 1 lim

n→∞ n
√
c = lim

n→∞ c1/n = 1

lim
n→∞ n

√
n = 1 lim

n→∞ n
√
n! = ∞

2.2 Beschr̈ankung und Häufungspunkte

• beschr̈ankte Folgen:
Eine Folge(an)n∈N (oder Teilmenge) heißt beschränkt, falls:

∀n ∈ N∃K ∈ R+ : |an| < K

Entsprechend definiert man Beschränktheit nach oben bzw. unten:

an ≤ K bzw. an ≥ K ∀n ∈ N

• Eine beschr̈ankte Folge(an)n∈N in R besitzt eine obere, sowie eine untere Grenze:

sup
n∈N

an := min {K ∈ R |an ≤ K ∀n ∈ N } sup
n∈N

an := max{K ∈ R |an ≥ K ∀n ∈ N }

Mit diesen gilt dann: sup
n∈N

an ≤ an ≤ sup
n∈N

an.

• Häufungspunkte (HP):
Eina heißt Ḧaufungspunkt einer Folge(an)n∈N, falls es in jederε-UmgebungUε(a) unendlich
viele Folgenelementean gibt
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2.3. Monotonie

• Für Folgen(an)n∈N mit HPa gilt:

– Zu jedem Ḧaufungspunkta gibt es eine konvergente Teilfolge(ank
) mit lim

k→∞ank
= a.

– Ein HPa ändert sich nicht, wenn man endlich viele Elementean ändert.

– Eine konvergente Folge mit Limesb hat genau einen HP, der mitb identisch ist.

• Satz von Bolzano Weierstraß:

1. Jede beschränkte Folge oder unendliche Teilmenge inK besitzt einen HP.

2. Jede beschränkte Folge oder unendliche Teilmenge inR besitzt einen gr̈oßten und einen
kleinsten HP, die mit lim sup

n→∞ an, bzw. lim inf
n→∞ an bezeichnet werden.

• Def: abgeschlossen und kompakt

– Eine MengeM ⊂ K heißtabgeschlossen, falls alle ihre Ḧaufungspunkte ebenfalls inM
liegen.

– Eine abgeschlossene TeilmengeM ⊂ K heißtkompaktwenn jede (unendliche) Folge in
ihr einen HP hat.

Damit besagt der Satz von Bolzano-Weierstraß, dass inK jede beschr̈ankte, abgeschlossene
Teilmenge kompakt ist

• Jede beschränkte Folge(an)n∈N überK, die nicht konvergiert besitzt mindestens zwei Häufungs-
punkte. Nicht-beschränkte Folgen k̈onnen auch eine divergente Teilfolge besitzen.

2.3 Monotonie

• Definition der Monotonie:
Eine Folge(an)n∈N heißt monoton steigen (fallend), falls gilt:

an+1 ≥ an bzw. an+1 ≤ an (n ∈ N)

• Jede beschränkte, monoton steigende oder fallende Folge inR besitzt einen Grenzwert.

c© 2004 by Jan Krieger (jan@jkrieger.de ) – 16 –



KAPITEL 3

Reihen

3.1 Definitionen und Konvergenzbegriffe

• Eine Reihe
∞∑

k=1

ak heißtkonvergentmit Limess∞, wenn die Folge iherer Partialsummen gegen

s∞ konvergiert:

lim
n→∞

n∑
k=1

ak = s∞

• Eine Reihe
∞∑

k=1

ak heißtabsolut konvergent, wenn die Reihe
∞∑

k=1

|ak| konvergiert.

• Die Untersuchung von Folgen kann in die Untersuchung von Reihen eingebettet werden, indem
man setzt:

an = a1 + (a2 − a1) + ...+ (an − an−1) = a1 +

n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)

• Reihenkonvergenz:Eine Reihe
∑∞

k=1 ak kann nur dann konvergieren, wenn ihre Partialsum-
men beschr̈ankt sind und ihre Gliederak eine Nullfolge bilden ( lim

k→∞ak = 0).

• Für zwei konvergente Reihen
∑∞

k=1 ak und
∑∞

k=1 bk sind auch alleLinearkombinationen
konvergent: ∞∑

k=1

αak + βbk = α

∞∑
k=1

ak + β

∞∑
k=1

bk

• Eine absolut konvergente Reihe ist auch konvergent, da∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

ak

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=1

|ak|

• Beispiele:
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3.2. Konvergenzkriterien

1. Die geometrische Reihe
∑∞

k=1 x
k mit festemx ∈ K undx 6= 1 konvergiert f̈ur |x| ≤ 1

gegen 1
1−x

2. Die harmonische Reihe
∑∞

k=1
1
k

ist streng divergent.

3.
∑∞

k=1 k = ∞.

4.
∑∞

k=1(−1)
k =

{
−1 n ungerade

0 n gerade
ist divergent.

3.2 Konvergenzkriterien

• CAUCHY -Konvergenzkriterium: Sei (an)n∈N eine Folge reeller Zahlen. Die Reihe
∞∑

n=0

an

konvergiert genau dann, wenn gilt:

∀ ε > 0 : ∃N ∈ N :

∣∣∣∣∣
n∑

k=m

ak

∣∣∣∣∣ < ε ∀ n ≥ m ≥ N

Dieser Konvergenzbegriff folgt direkt aus der CAUCHY-Konvergenz von Folgen.

• Reihen mit nichtnegativen Gliedern: Eine Reihe
∞∑

k=1

ak in R mit ak ≥ 0 ist genau dann

konvergent, wenn ihre Partialsummen beschränkt sind. (Beweisidee: Folge der Partialsummen
ist monoton wachsend und n.V. beschränkt⇒ Konvergenz)

• Leibniz-Kriterium: Eine Reihe
∞∑

k=1

ak heißt alternierend, falls die Vorzeichen ihrer Glieder

alternieren. Eine solche Reihe ist konvergent, wenn die Absolutbeträge ihrer Glieder eine mo-
noton fallende Nullfolge bilden (|an| ≥ |an+1 → 0 (n → ∞)).

• Beispiele:
∞∑

k=1

(−1)k−1

k
= 1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ ... = ln(2)

∞∑
k=0

(−1)k

2k+1
= π

4

• Dirichelet-Kriterium: Die Reihe
∞∑

k=1

ak habe beschräkte Partialsummen und die Folge(bk)

sei eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert
∞∑

k=1

akbk.

Mit der Setzungak = (−1)k ergibt sich das Leibniz-Kriterium.

• Vergleichs-Kriterium: Sei
∞∑

n=0

cn eine konvergente Reihe mitcn ≥ 0 für fast allen ∈ N.

1. Die Reihe
∞∑

n=0

an konvergiert absolut, genau dann wenn mit einer Konstanteκ > 0 gilt:

|an| ≤ κcn für fast allen ∈ N

Da die Folge(cn)n∈N die Folge(an)n∈N beschr̈ankt, folgt hier aus der Konvergenz von∑
n

cn die Konvergenz von
∑
n

an. Die Divergenz von
∑
n

an impliziert die Divergenz von∑
n

cn.
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3.2. Konvergenzkriterien

2. Die Reihe
∞∑

n=0

an konvergiert absolut, genau dann wenn:

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ ≤ ck+1

ck

für fast allen ∈ N

Aus der Divergenz von
∑
n

an folgt ebenfalls die Divergenz von
∑
n

cn.

• Quotientenkriterium: Sei
∞∑

n=0

an eine Reihe mitan 6= 0 für allen ≥ N0. Es gebe eine reelle

Zahlθ mit 0 < q < 1, so dass∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≤ q < 1 für allen > N0

Dann konvergiert die Reihe
∑

n an absolut.

Beispiel:Die Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

n2

2n folgt aus dem Quotientenkriterium.

• Wurzelkriterium: Eine Reihe
∞∑

k=1

ak konvergiert absolut, wenn es ein0 < q < 1 und ein

N0 ∈ N gibt, so dass f̈ur allen ≥ N0 gilt:

n
√

|an| ≤ q < 1.

Sie divergiert absolut, wenn für allen ≥ N0 gilt:

n
√

|an| > 1

• Beispiel: Wurzelkriterium ist st ärker als das Quotientenkriterium:
Man betrachte die folgende Reihe(an)n∈N:

an :=

{
2−1 n gerade

3−n n ungerade

Für das Wurzelkriterium und Quotientenkriterium erhält man je zwei F̈alle, nur das Wurzelkri-
terium impliziert mit diesen F̈allen auch die Konvergenz:

– Quotientenkriterium:∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =

∣∣∣2−(n+1)

3−n

∣∣∣ = 1
2
·
∣∣3n

2n

∣∣ = 1
2
·
∣∣3n

2n

∣∣ = 1
2
·
∣∣3
2

∣∣n → ∞ (n → ∞).∣∣∣3−(n+1)

2−n

∣∣∣ = 1
3
·
∣∣2n

3n

∣∣ = 1
3
·
∣∣2n

3n

∣∣ = 1
3
·
∣∣2
3

∣∣n → 0 (n → ∞).

– Wurzelkriterium:

n
√

|an| =

{
n
√
2−n = 1

2
< 1

n
√
3−n = 1

3
< 1

2
< 1
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3.3. Exponentialreihe

• Potenzreihe:Eine Potenzreihe ∞∑
n=0

cn(x− x0)
n

konvergiert absolut f̈ur alle Argumentex ∈ K mit der Eigenschaft

|x− x0| < R :=
1

lim sup
n→∞ n

√
|cn|

;

Für |x− x0| > R ist sie divergent. Die GrenzeR heißtKonvergenzradiusder Reihe.

• Umordnungssatz: Für eine absolut konvergente Reihes∞ =
∞∑

k=1

ak konvergiert auch jede

Umordnung absolut gegen den selben Limes.

Als Beispiel dafür, dass der Umordnungssatz nur bei absoluter Konvergenz gilt, betrachte man
die alternierende harmonische Reihe:

s∞ =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
.

Ihr Limes ändert sich, wenn man jeweils drei aufeinanderfolgende Glieder zusammenfasst.

3.3 Exponentialreihe

Die sog.Exponentialreihe

exp(x) :=

∞∑
k=0

xk

k!

ist eine Potenzreihe. Ihr Konvergenzradius ergibt sich zu:

R =
1

lim sup
n→∞ n

√
|1/n!|

= lim
n→∞ n

√
|n!| = ∞.

EULER ’sche Zahle: Es gilt:

exp(1) =

∞∑
k=0

1

k!
= lim

n→∞
(
1+

1

n

)n

= e.

Eigenschaften:Die Exponentialreihe hat folgende Eigenschaten:

1. exp(x+ y) = exp(x) · exp(y)

2. exp(x) > 0 ∀x ∈ R

3. exp(−x) = 1
exp(x)

∀x ∈ R
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3.4. Doppelreihen, Produktsätze

3.4 Doppelreihen, Produkts̈atze

• CAUCHY ’scher Doppelreihensatz:Ist die Doppelreihe

s∞ =

∞∑
j,k=1

ajk

bzgl einer Reihenfolge der Summation absolut konvergent, so ist jede ihrer Zeilen- und Spal-
tenreihen

s(j)∞ =

∞∑
k=1

ajk, s(k)∞ =

∞∑
j=1

ajk

absolut konvergent und die Reihenfolge der Summation ist für den Limes irrelevant.

• CAUCHY -Produkt: Für zwei absolut konvergente Reihen
∑
aK und

∑
bk ist die Produktreihe

mit den folgenden Elementen ebenfalls absolut konvergent und es gilt:

cn := a1bn−1 · ...ȧn−1b1;

∞∑
k=1

ck =

( ∞∑
k=1

ak

)
·

( ∞∑
k=1

bk

)
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KAPITEL 4

Funktionen

4.1 Grundlegende Eigenschaften

• Periodizität: Eine Funktionf : R → K heißtperiodischmit PeriodeL, wenn gilt:

f(x+ n · L) = f(x), ∀x ∈ R, n ∈ Z.

• Gerade/Ungerade Funktionen:Eine Funktion heißtgerade, wennf(−x) = f(x). Sie heißt
ungerade, wennf(−x) = −f(x).

• Monotonie: Eine reelle Funktionf : I → R heißtmonoton steigendbzw. monoton fallend,
wenn f̈ur Punktex1, x2 ∈ I gilt:

x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2) bzw. x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2).

• Satzüber monotone Funktionen und ihre Umkehrfunktionen: Für eine strikt monoton stei-
gende (fallende) Funktionf : I → R existiert auf dem BildB = {y ∈ R |y = f(x), x ∈ I } die
Umkehrfunktionf−1 : B → I und ist ebenfalls strikt monoton steigend (fallend).

• Limes einer Funktion: Eine Funktionf : D → K hat einen (regulären) Limesa ∈ K in einem
Punktx0 ∈ D, wenn f̈ur alle Folgen(xn)n∈N mit xn ∈ D ∀n ∈ N, gilt:

xn → x0 (n → ∞) ⇒ f(xn) → a (n → ∞)

• Supremum und Infimum einer Funktion: Für eien Funktionf : D → R sindSupremumund
Infimumdefiniert als kleinste obere, bzw. größte untere Grenze ihrer Bildmenge:

sup
x∈D

f(x) := min
{
β ∈ R

∣∣f(x) ≤ β ∀x ∈ D
}

inf
x∈D

f(x) := max
{
α ∈ R

∣∣f(x) ≥ α ∀x ∈ D
}

Auf einem beschr̈anktenD garantiert die Trennungseigenschaft vonR die Existenz von sup
bzw. inf.
Existieren Punktexmax, xmin ∈ D mit:

sup
x∈D

f(x) = f(xmax) =: max
x∈D

f(x)

inf
x∈D

f(x) = f(xmin) =: min
x∈D

f(x)
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4.2. Stetigkeit

so spricht man von einemMaximumderMinimumvon f.

• Konvexität: Eine Funktion ist Konvex auf(a, b), wenn die Sekante durch
(
a, f(a)

)
und

(
b, f(b)

)
oberhalb des Funktionsgraphen liegt. Diese Gerade hat die Funktionsgleichung:

L(x, a, b) :=
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b)

Damit lässt sich die Konvexitätsbedingung auch formulieren als

f(x) ≤ L(x, rl, rr) ∀rl, x, rr ∈ (a, b) mit rl < x < rr

Da die Punktex ∈ (a, b) genau die Punkteb + λ · (a − b) = λa + (1 − λ)b ∀λ ∈ (0, 1)

sind, gilt bei Konvexiẗat:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

4.2 Stetigkeit

• Stetigkeit einer Funktion: Eine Funktionf : D → K heißtstetig in einem Punktx0 ∈ D,
wenn f̈ur jede Folge(xn)n∈N ⊂ D gilt:

xn → x0 (n → ∞) ⇒ f(xn) → f(x0) (n → ∞)

Sie heißt stetig auf einer MengeM ⊆ D, wenn sie stetig in jedem Punktx0 ∈ D ist.

• Stetigkeit per ε/δ-Argument: Eine Funktionf : D → K heißtstetigin einem Punktx0 ∈ D,
wenn es zu jedemε > 0 einδε > 0 gibt, so dass f̈ur allex ∈ D gilt:

|x− x0| ≤ δε ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε.

In Quantorenschreibweise:

∀ε > 0 : ∃δε > 0 : ∀x ∈ D :
(
|x− x0| ≤ δε ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε

)
.

• Eine Funktionf : D → K sei in einem Punktx0 ∈ D stetig und es geltf(x0) 6= 0. Dann gibt es
eineε-UmgebungUε(x0) derart, dassf(x) 6= 0 für allex ∈ Uε(x0).

• Eigenschaften stetiger Funktionen:

1. Für eine stetige Funktionf : D → K ist auch jede Restriktionf ′ : D ′ → K auf ein
D ′ ⊂ D stetig.

2. Für eine inx0 ∈ D stetige Funktionf : D → K sind auch Ref, Im f, |f|,
n
√
f stetig.

3. Für in x0 ∈ D stetige Funktionenf, g : D → K sind auchf · g undf+ g stetig. Ist weiter
g(x0) 6= 0, so ist auchf/g stetig.

4. Für eine inx0 ∈ D stetige Funktionf : D → B ⊂ K und eine inf(x0) ∈ B stetige
Funktiong : B → K ist auch ihre Kompositiong ◦ f : D → K stetig inx0.

Dieses Lemma zeigt, dass die auf einem beschränkten Intervall stetigen Funktionen einen Vek-
torraum bilden. Dieser wird mitC[a, b] bezeichnet. Siehe hierzu den Abschnitt4.4.
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4.2. Stetigkeit

• Satzüber die Umkehrfunktion stetiger Funktionen: SeiD ⊂ K beschr̈ankt und abgeschlos-
sen, also kompakt. Weiter sei eine Funktionf : D → B ⊂ K injektiv und stetig. Dann ist auch
ihre Umkehrfunktionf−1 : B → D stetig.

• Zwischenwertsatz: Sei f : [a, b] → R eine reelle stetige Funktion. Dann gibt es zu jeder
reellen Zahlf(a) ≤ y ≤ f(b) einc ∈ [a, b] mit f(c) = y.

• Satz von der Beschr̈anktheit: Eine auf einer beschränkten, abgeschlossenen (also kopakten)
TeilmengeD ⊂ K stetige Funktionf : D → K ist dort beschr̈ankt, d.h.:

∃K > 0 : sup
x∈D

∣∣f(x)∣∣ ≤ K
• Satz vom Exremum:EIne auf einer kompakten TeilmengeD ⊂ K stetige reell-wertige Funk-

tion f : D → R besitzt dort ein Maximum und ein Minimum, d.h.:

∃xmin, xmax ∈ D : sup
x∈D

f(x) = max
x∈D

f(x) = f(xmax), inf
x∈D

f(x) = min
x∈D

f(x) = f(xmin)

• gleichmäßige Stetigkeit:Eine auf einer kompakten TeilmengeD ⊂ K stetige Funktion ist dort
gleichm̈aßig stetig, d.h.:

∀ε > 0 ∃δε > 0 : ∀x, x ′ ∈ D : |x− x ′| < δε ⇒ ∣∣f(x) − f(x ′)
∣∣ < ε.

• L IPSCHITZ-Stetigkeit:Eine Funktionf : D → C heißt Lipschitz-stetig aufD mit Lipschitz-
KonstanteL, wenn:

∃L > 0 : ∀x, y ∈ D : |f(x) − f(y)| ≤ L · |x− y|.

Gilt weiterL < 1, so nennt manf einKontraktion.
Geometrisch bedeutet Lipschitz-stetig, dass die Abstandsverzerrung durch die Abbildung f, die
durch |f(x)−f(y)|

|x−y|
charakterisiert wird, durch ein festes K auf ganz D beschränkt ist.

Lemma: Lipschitz-stetige Funktionen aufD sind auch stetig aufD.

• Beispiel: eine gleichm̈aßig stetige Funktion, die nicht Lipschitz-stetig ist:
Man betrachte die Funktion:

f(x) :=
√
x, mit: x ∈ [0, 1].

Diese Funktion ist auf(0, 1] stetig und damit auch auf[0, 1] mit der Fortsetzungf(0) = 0

gleichm̈aßig stetig. Aber sie ist nicht Lipschitz-stetig, mit folgenden Argumenten:∣∣∣√0−
√
x
∣∣∣ !

≤ L · |0− x|∣∣√x∣∣ !

≤ L · |x|

⇒ L ≥
∣∣∣∣√xx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1√x
∣∣∣∣→ ∞ (x → 0)
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4.3 Konvergenz von Funktionenfolgen

• Punktweise Konvergenz:Seienfn : D → R, n ∈ N eine Folge von Funktionen auf einem
gemeinsamen DefinitionsbereichD ⊂ R. Man nennt die Folge(fn) punktweise konvergent
gegen eine Funktionf : D → R, wenn f̈ur jedesx ∈ D gilt:

fn(x) → f(x) (n → ∞)

• Gleichmäßige Konvergenz:Eine Folge von Funktionenfn : D → R, n ∈ N heißtgleichm̈aßig
konvergentgegen eine Funktionf : D → R, wenn:

∀ε > 0 : ∃Nε ∈ N : |fn(x) − f(x)| < ε ∀x ∈ D ∀n > Nε

• Satz über gleichmäßig konvergente Funktionenfolgen:Konvergiert eine Funktionenfolge
fn : D → R, n ∈ N gleichm̈aßig gegen eine Funktionf : D → R, so ist auch die Grenzfunktion
f stetig.

4.4 Der Funktionenraum C[a, b]

Nach einem oben erẅahnten Lemma bilden die stetigen Funktionenf : D → R auf einem kompakten
IntervallD = [a, b] einen Vektorraum. Dieser wird mit

C[a, b] :=
{
f : [a, b] → R

∣∣f stetig
}

bezeichnet und hat folgende Eigenschaften:

• Maximumsnorm: Auf C[a, b] wird durch

‖f‖∞ := max
x∈[a,b]

|f(x)|

eine Norm definiert, die sog.Maximumsnorm. Das Maximum existiert auf Grund der Abge-
schlossenheit von[a, b] und der Stetigkeit vonf.

• Gleichmäßig beschr̈ankt: Man nennt eine Funktionenfolge(fn)n∈N ⊂ C[a, b] gleichm̈aßig
beschr̈ankt, wenn:

sup
n∈N

‖fn‖∞ = sup
n∈N

(
max

x∈[a,b]
|fn(x)|

)
< ∞.

• Gleichmäßige Konvergenz:Für eine Funktionenfolgefn : D → R, n ∈ N auf einem kompak-
ten IntervallD = [a, b] ist diegleichm̈aßige Konvergenzgegen eien Grenzfunktionf : [a, b] →
R gleichbedeutend mit:

‖fn − f‖∞ → ∞ (n → ∞)

• CAUCHY -Folge:Eine Folge(fn)n∈N ⊂ C[a, b] heißt CAUCHY-Folge, wenn:

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N : ‖fn − fm‖∞ < ε ∀n,m ≥ Nε

Jede konvergente Funktionenfolge ausC[a, b] ist auch CAUCHY-Folge.

c© 2004 by Jan Krieger (jan@jkrieger.de ) – 25 –



4.4. Der FunktionenraumC[a, b]

• Vollständigkeit: Der RaumC[a, b] ist vollständig bez̈uglich der gleichm̈aßigen Konvergenz,
d.h. Jede Cauchy-Folge von Funktionen ausC[a, b] besitzt einen Limes inC[a, b].

Damit bildet das Paar(C[a, b], ‖·‖∞), desC[a, b]zusammen mit der Maximumsnorm einen
Banach-Raum.

• Satz von ARZEL À-ASCOLI : Sei (fn)n∈N ⊂ C[a, b] eine Folge von Funktionen inC[a, b],
welche gleichm̈aßig beschr̈ankt und gleichgradig stetig sind:

sup
n∈N

‖fn‖∞ < ∞
∀ε > 0 ∃δε > 0 : ∀n ∈ N : max

x,x ′∈I; |x−x ′|≤δε

|fn(x) − fn(x ′)| < ε

Dann existiert eine Teilfolge(fnk
), welche gegen einf ∈ C[a, b] konvergiert:

‖fnk
− f‖∞ → 0 (k → ∞)

Gleichmäßig beschränkt bedeutet, dass man eine Beschränkungskonstante für alle Folgenglie-
der findet. Bei der gleichgradigen Stetigkeit hat man die selbe Abschätzung auf dem gesamten
Intervall unf für alle Elemente der Folge. Praktisch kann man die L-Stetigkeit mit einer Kon-
stante L, die für die gesamte Folge gilt nachweisen.

Dieser Satz entspricht in etwa dem Satz von Bolzano-Weierstraß, da er die Existenz einer kon-
vergenten Teilfolge auf dem Raum C[a, b]und damit von Häufungspunkten sichert. Der Satz
von Bolzano-Weierstraß leistet dies für den Zahlenraum R. Wichtig ist, dass für den unendlich-
dimensionalen Funktionenraum zusätzliche Eigenschaften nötig sind, um die Existenz von
Häufungspunkten zu zeigen. Hier wird zusätzlich zur Beschränkheit noch die gleichgradige
Stetigkeit gefordert.
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KAPITEL 5

Differentiation

5.1 Grundbegriffe

• Differenzierbarkeit: Eine Funktionf : D → R heißtdifferenzierbarim Punktx0 ∈ D mit der
Ableitungf ′(x0), wenn f̈ur jede Nullfolge(hn)n∈N mit x0 +hn ∈ D die Folge der zugeḧorigen
Differenzenquotienten(Dhnf(x0)) konvergiert:

Dhf(x0) :=
f(x0 + h) − f(x0)

h

Ist eine Funktionf : D → R in einem Punktx0 ∈ D differenzierbar, so haben die Folgen von
Differenzenquotienten alle den selben Limes, d.h.:

f ′(x0) := lim
x0+h∈D, h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
.

Eine Funktionf : D → R heißt differenzierbarauf D, wenn sie in jedem Punktx0 ∈ D

differenzierbar (bzw. im Falle eines Randpunktes einseitig differenzierbar) ist.

Sie heißtstetig differenzierbar, wenn die Ableitungf ′ aufD stetig ist.

• Eine Funktionf : D → R ist genau dann in einem Punktx0 ∈ D differenzierbarmit Ableitung
f ′(x0), wenn:

∀ε > 0 ∃δε > 0 : x0 + h ∈ D, |h| < δε ⇒ ∣∣∣∣f(x0 + h) − f(x0)

h
− f ′(x0)

∣∣∣∣ < ε
• Eine Funktionf : D → R ist genau dann in einem Punktx0 ∈ D differenzierbarmit Ableitung
f ′(x0), wenn:

∃c ∈ R : f(x) = f(x0) + c · (x− x0) +ω(x), x ∈ D,

mit einer Funktionω : D → R, für die gilt:

lim
x∈D, x→x0

ω(x)

x− x0

= 0.
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5.2. Mittelwerts̈atze und Extremalbedingungen

In diesem Falle istc = f ′(x0).

Dieser Satz besagt, dass die differenzierbare Funktion f im Punkt x0 durch eine Gerade g(x) =

f(x0) + f ′(x0) · (x− x0) aproximiert wird. Der Graph von g ist eine Tangente an den Graphen
im Punkt x0.

• Eine Funktionf : d → R, die in einem Punktx0 ∈ D differenzierbar ist, ist dort notwendig
auchstetig.

• Ableitungsregeln:Für Ableitungen gelten folgende Regeln:

1. Linearkombinationen: (αf+ βg) ′(x) = αf ′(x) + βg ′(x)

2. Produktregel: d
dx
f(g(x)) = f ′(x)g(x) + f(x)g ′(x)

3. Quotientenregel: d
dx

(
f(x)
g(x)

)
= f ′(x)g(x)−f(x)g ′(x)

g2(x)

4. invertierbare Funktionen: Für eine invertierbare Funktionf : D → B ⊂ R mit abge-
schlossenem Definitionsbereich ist auch die Umkehrfunktionf−1 : B → D ⊂ R differen-
zierbar und es gilt:

(f−1) ′(y) =
1

f ′(x)
, y = f(x)

Für den Beweis werden die Folgen yn = f(xn), y0 = f(x0) mit yn → y0 (n → ∞)

betrachtet, für die wegen der Stetigkeit von f−1 auch x → x0 gilt. Wäre nun D nicht
abgeschlossen, so könnte man x0 ∈ D nicht garantieren.

5. Kettenregel: Seieng : Dg → R undf : Df → Dg ⊂ R stetig diff’bare Funktionen. Die
FUnktionf sei im Punktx0 ∈ Df differenzierbar undg sei iny0 = f(x0) differenzierbar.
Dann ist die zusammengesetzte Funktiong(f(x)) = (f ◦ g)(x) in x0 differenzierbar und
es gilt:

d

dx
g(f(x0)) = g ′(f(x0))f

′(x0)

5.2 Mittelwertsätze und Extremalbedingungen

• Satz vom Extremum: Besitzt eine auf einem IntervallI = (a, b) differenzierbare Funktionf
ein lokales Extremum (Maximum oder Minimum)x0 ∈ I, d.h. f̈ur ein festesδ > 0 gilt:

f(x0) ≥ f(x) oder f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ Uδ(x0),

so ist notwendigf ′(x0) = 0.

Auf einem Abgeschlossenen Intervall besitzt jede stetige Funktion ein Maximum und ein Mini-
mum. Da diese auch auf den Randpunkten liegen können, muss dort nicht unbedingtf ′(x0) = 0

gelten.

• Satz von ROLLE : Wenn eine im Intervall[a, b] stetige Funktion in(a, b) differenzierbar ist
undf(a) = f(b) gilt, so gibt es einξ ∈ (a, b), in demf ′(ξ) = 0 ist.
Insbesondere liegt zwischen zwei Nullstellen einer Funktion stets auch eine Nullstelle ihrer
Ableitung.
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5.3. TAYLOR-Entwicklungen

• 1. Mittelwertsatz: Ist eine Funktionf im Intervall [a, b] stetig und in(a, b) diff’bar, so gibt es
einξ ∈ (a, b), so dass:

f ′(ξ) =
f(b) − f(a)

b− a
.

Der Satz besagt also, dass unter den obigen Bedingungen die Ableitung einer Funktion auf
einem Intervall, irgendwo deren Mittelwert annimmt.

Folgerungen aus dem Mittelwertsatz:

1. Monotoniebedingung:Seif : (a, b) → R differenzierbar. Dann gilt mitx ∈ (a, b):

– f ′(x) ≥ 0 ⇒ f ist monoton steigend.

– f ′(x) ≤ 0 ⇒ f ist monoton fallend.

2. Minimum/Maximum:Sei f : (a, b) → R zweimal differenzierbar mitf ′(x0) = 0, x0 ∈
(a, b). Dann gilt:

– f ′′(x) > 0 ⇒ f hat inx0 ein striktes lokales Minimum.

– f ′′(x) < 0 ⇒ f hat inx0 ein striktes lokales Maximum.

3. Konvexiẗatsbedingung:Gilt f ür eine auf einem offenen, beschränkten oder unbeschränkten
Intervall I definierte und zweimal diff’bare Funktionf : I → R, dassf ′′(x) ≥ 0, x ∈ I,
so istf konvex, d.h.: F̈ur beliebigex, y ∈ I undλ ∈ (0, 1) gilt:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

4. L IPSCHITZ-Stetigkeit:Ist die Ableitung einer in[a, b] stetigen und in(a, b) diff’baren
Funktionf beschr̈ankt,|f ′(x)| ≤ K, x ∈ (a, b), so istf dort Lipschitz-stetig:

|f(x) − f(x ′)| ≤ K · |x− x ′|; x, x ′ ∈ [a, b].

• 2. Mittelwertsatz: Sind die Funktionwnf undg im Intervall [a, b] stetig und in(a, b) diff’bar
und istg ′(x) 6= 0 für x ∈ (a, b), so gibt es einξ ∈ (a, b), so dass gilt:

f ′(ξ)

g ′(ξ)
=
f(b) − f(a)

g(b) − g(a)

Für zwei Funktionen gibt es also einen Punkt ξ, an dem das Verhältnis der Ableitungen, gleich
dem Verhältnis der Steigungen der zwei Geraden durch Anfangs- und Endpunkt der Funktionen
im Intervall [a, b] ist.

5.3 TAYLOR -Entwicklungen

• TAYLOR -Polynom:Für eine auf dem offenen Intervall(a, b) definierte undn-mal stetig diff’bare
Funktionf hat für einx0 ∈ (a, b) dasn-te Taylor-Polynomvon f in x0 die Form:

tn(x0, x) :=

n∑
k=0

f(k)(x0)

k!
(x− x0)

k.
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5.3. TAYLOR-Entwicklungen

• Seif eine auf einem offenen Intervall(a, b) definierte und(n+1)-mal stetig diff’bare Funktion
undtn(x0, ·) ihr n-tes Taylor-Polynom um einx0 ∈ (a, b). Dann gibt es zu jedemx ∈ (a, b)

einξ zwischenx undx0, so dass gilt:

f(x) = tn(x0, x) +
f(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1︸ ︷︷ ︸
Restglied

• Glattheit, bzw. C∞-Funktionen: Eine Funktionf auf einem Intervall(a, b) heißtglatt oder
C∞-Funktion, wenn sie beliebig oft diff’bar ist. IhreTaylor-Reiheum einx0 ∈ (a, b) ist dann
definiert durch:

t∞(x0, x) :=

∞∑
k=0

f(k)(x0)

k!
(x− x0)

k.

• (Reell) analytische Funktionen:Konvergiert die Taylor-Reihe einerC∞-Funktionf für alle
x ∈ (a, b) und gilt dort auchf(x) = t∞(x0, x), so heißtf reell analytisch.

• TAYLOR -Entwicklung: Seif auf einem Intervall(a, b) eineC∞-Funktion mit (gleichgradig)
gleichm̈aßig beschr̈ankten Ableitungen:

sup
x∈(a,b)

∣∣f(n)(x)
∣∣ ≤M ≤ ∞, n ∈ N

Dann istf auf (a, b) analytisch, d.h.: F̈ur allex, x0 ∈ (a, b) konvergiert die Taylor-Reihe vonf
und es gilt:

f(x) = t∞(x0, x) =

∞∑
k=0

f(k)(x0)

k!
(x− x0)

k.

Eine C∞-Funktion muß nicht analytisch sein. Ein Gegenbeispiel ist die auf R definierte Funk-
tion

f(x) =

{
exp(−x−2), x 6= 0

0, x = 0

Diese Funktion ist wegen lim
x→0

exp(−x−2) = 0 in x0 = 0 und damit auf ganz R stetig. Alle

Ableitung f(n)(x) existieren und lassen sich in x0 = 0 durch f(0) := 0 stetig fortsetzen. Damit
ist f ∈ C∞. Die Taylorreihe von f ist in x0 = 0 die Nullfunktion und konvergiert dort also auch
gegen f. Allerdings stellt die Taylorreihe f in R\ {0} nirgends dar. Damit ist sie nicht analytisch.

• Restgliedarstellung:Das RestgliedRn+1(x0, x) bei der Taylor-Entwicklung ist in der Differential-
bzw. Integraldarstellung:

Rn+1(x0, x) =
f(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 =
1

n!

∫x

x0

(x− t)nf(n+1)(t)dt

• Beispiele:
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5.4. NEWTON-Verfahren

Funktion Taylor-Reihe Konvergenzbereich

Sinus sin(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k+1)!
x2k+1 = x− x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
± . . . ∞

Cosinus cos(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k = 1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
± . . . ∞

Logarithmus ln(1+ x) =
∞∑

k=1

(−1)k−1

k
xk = x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
± . . . −1 < x ≤ 1

ln(1− x) = −
∞∑

k=1

1
k
xk = −

(
x+ x2

2
+ x3

3
+ x4

4
± . . .

)
−1 < x ≤ 1

5.4 NEWTON -Verfahren

In diesem Abschnitt soll das sog. Newton-Verfahren untersucht werden. Es dient zur numerischen
Approximation von Nullstellen differenzierbarer Funktionenf(x). Gesucht ist also einx∗ mit:

f(x∗) = 0

Man berechnet jeweils im aktuellen Punktxn die Tangentetn(x) an den Graphen und nimmt de-
ren Schnittpunktxn+1 mit der x-Achse als neuen Schätzwert f̈ur die zu suchende Nullstellex∗. Die
Tangente hat folgende Form:

tn(x) = F ′(xn) · (x− xn) + f(xn)
!
= 0.

Daraus erḧalt man folgende Bedingung für den neuen Punktxn+1 mit t(xn+1) = 0:

xn+1 = xn +
f(xn)

f ′(xn)

Die folgende Abbildung veranschaulicht das Verfahren a am Beispiel der Suche nach
√
4 = 2mit

dem Startpunktxn = 4.

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 1  2  3  4  5

xn+1 xnxn+2

t (x)2

t (x)1

2 f(x) = x - 4

Folgender Satz beschreibt die Konvergenz des Newton-Verfahrens:
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5.5. Differentiation und Grenzprozesse

NEWTON -Verfahren: Die zweimal stetig diff’bare Funktionf : I = [a, b] → R habe eine Null-
stellex∗ ∈ (a, b) und es sei:

m := min
a≤x≤b

|f ′(x)| > 0, M := max
a≤x≤b

|f ′′(x)| .

Seiρ > 0 so geẅahlt, dass:

q :=
M

2m
· ρ < 1 und Kρ(x∗) ⊂ [a, b].

Dann sind f̈ur jeden Startpunktx0 ∈ Kρ(x∗) die Newton-Iterationenxn+1 = xn + f(xn)
f ′(xn)

definiert und
konvergieren gegen die Nullstellex∗. Dabei gelten sie apriori-Abschätzung:

|xn − x∗| ≤
2m

M
q(2n), n ∈ N

und die a posteriori-Abschätzung:

|xn − x∗| ≤
1

m
|f(xn)| , n ∈ N.

Bemerkungen: Das Problem ist, eine Umgebung der Nullstelle zu finden, innerhalb derer das Ver-
fahren konvergiert. Ist eine solche Umgebung einmal gefunden, konvergiert das Newton-Verfahren
aufgrund der ersten Fehlerabschätzung quadratisch gegen die Nullstelle.

5.5 Differentiation und Grenzprozesse

• Regeln von L’HOSPITAL : Es seienf, g zwei auf dem (beschränkten) IntervallI = (a, b)

diff’bare Funktionen. Es gelte dortg ′(x) 6= 0 und es existiere der Limes

lim
x↓a

f ′(x)

g ′(x)
=: c ∈ R

Dann gelten folgende Regeln:

1. Im Fall lim
x↓a
f(x) = lim

x↓a
g(x) = 0 ist g(x) 6= 0 in I und es gilt:

lim
x↓a

f(x)

g(x)
= c = lim

x↓a

f ′(x)

g ′(x)

2. Im Fall lim
x↓a
f(x) = lim

x↓a
g(x) = ±∞ ist g(x) 6= 0 für a < x ≤ b und es gilt:

lim
x↓a

f(x)

g(x)
= c = lim

x↓a

f ′(x)

g ′(x)

Analoge Aussagen gelten für x ↑ b undx → ±∞.

Auch für bestimmte Produktausdrücke, der Art:

lim
x→a

f(x) = 0, lim
x→a

g(x) = ∞ ⇒ lim
x→a

f(x) · g(x)

kann mit den L’Hospital’schen Regeln und der Setzung

lim
x→a

f(x) · g(x) = lim
x→a

f(x)(
g(x)

)−1

eine L̈osung finden.
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• Stabilit ät der Differenzierbarkeit: Sei (fn)n∈N eine Folge stetig diff’barer Funktionen auf
einem (beschr̈ankten) IntervallI (offen oder abgeschlossen), welche punktweise gegen eine
Funktionf konvergiert. Ist die Folge der Ableitungen(f ′n) gleichm̈aßig konvergent gegen ein
f∗, so ist auchf diff’bar und es giltf ′ = f∗, d.h.:

d

dx

(
lim

n→∞ fn
)

= lim
n→∞ f ′n

• Differentiation unendlicher Summen:Seienfk stetig diff’bare Funktionen auf dem beschränk-
ten IntervallI (offen oder abgeschlossen) mit Ableitungenf ′k. Wenn die Partialsummen

∑n
k=1 fk

punktweise konvergieren und die
∑n

k=1 f
′
k auf I gleichm̈aßig konvergieren, so darf in den zu-

geḧorigen Reihen gliedweise differenziert werden und es gilt:

d

dx

∞∑
k=1

fk =

∞∑
k=1

f ′k.

• Potenzreihe:Eine Potenzreihe
∞∑

k=0

ck(x− x0)
k mit Konvergenzradiusρ > 0 stellt ein in ihrem

KonvergenzintervallI = (x0 − ρ, x0 + ρ) diff’bare Funktionf dar; und zwar ist:

f ′(x) =

∞∑
k=1

kck(x− x0)
k−1.

Diese durch gliedweise Differentiation entstandene Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenz-
radiusρ.

• RaumCm[a, b]: Der normierte RaumCm[a, b] der auf dem Intervall[a, b]m-mal stetig diff’baren
Funktionen, versehen mit der Norm‖·‖m;∞, ist vollsẗandig.
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KAPITEL 6

Integration imR

6.1 Das RIEMANN -Integral

6.1.1 Herleitung und Definition

• Zerlegung, Feinheit und Verfeinerung: Eine Unterteilung oder ZerlegungZ = {x0, ..., xn}

eines (beschränkten IntervallesI = [a, b] zerlegt dieses in TeilintervalleIk := [xk−1, xk]. Es
gilt:

a =: x0 < x1 < ... < xn := b

Eine solche ZerlegungI hat dieFeinheit:

h := max
k=1,...,n

|xk − xk−1| .

Die Menge aller Zerlegungen eines Intervalles[a, b] wird mit Z(a, b) bezeichnet.
EineVerfeinerungZ ′ = {x ′0, ..., x

′
n} einer ZerlegungZ ∈ Z(a, b) entḧalt alle Zerlegungspunkte

vonZ und m̈oglicherweise noch weitere. Für die Feinheit gilt mit der Feinheith vonZ: h ′ :=

max
k=1,...,n

∣∣x ′k − x ′k−1

∣∣ ≤ h
• Ober- und Untersumme: Für eine beschränkte Funktionf : I = [a, b] → R und eine Zerle-

gungZ ∈ Z(a, b) ist dieObersummeSZ(f) undUntersummeSZ(f) von f definiert als:

SZ(f) :=

n∑
k=1

sup
x∈Ik

f(x) · (xk − xk−1) , SZ(f) :=

n∑
k=1

inf
x∈Ik

f(x) · (xk − xk−1)

Daraus ergibt sich die Definition vonOber- und Unterintegral:∫b

a

f(x)dx := inf
Z∈Z(a,b)

SZ(f), := sup
Z∈Z(a,b)

SZ(f)

Diese Definition entspricht der Integration über eine Treppenfunktion zur Zerlegung Z, die f
aproximiert. Die Definition von Ober- und Unterintegral macht Sinn, da der Wert der Obersum-
me mit steigender Feinheit abnimmt und der Wert der Untersumme entsprechend zunimmt, da
die Funktion f immer besser aproximiert wird.
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6.1. Das RIEMANN -Integral

• Größenabscḧatzung für Ober- und Untersumme: Für eine beschränkte Funktionf : [a, b] →
R existieren das Ober-, sowie das Unterintegral und für jede Folge von ZerlegungenZn ∈
Z(a, b), n ∈ N mit Feinheithn → 0 (n → ∞) gilt:

lim
n→∞SZn

=

∫b

a

f(x)dx ≤
∫b

a

f(x)dx = lim
n→∞SZn

• Eigenschaften von Ober- und Unterintegralen:Für Ober- und Unterintegrale gilt:∫b

a

(f(x) + g(x))dx ≥
∫b

a

f(x)dx+

∫b

a

g(x)dx∫b

a

(f(x) + g(x))dx ≤
∫b

a

f(x)dx+

∫b

a

g(x)dx

α ≥ 0 ⇒ ∫b

a

αf(x)dx = α

∫b

a

f(x)dx

α ≥ 0 ⇒ ∫b

a

αf(x)dx = α

∫b

a

f(x)dx

α ≤ 0 ⇒ ∫b

a

αf(x)dx = α

∫b

a

f(x)dx

• RIEMANN -Integral: Sind Ober- und Untersumme für eine beschränkte Funktionf : [a, b] →
R gleich, so heißt der gemeinsame Wert das(bestimmte) Riemann-Integralvonf aufI := [a, b]

und die Funktio wirdRiemann-integrierbargenannt. Es gilt dann natürlich:∫b

a

f(x)dx =

∫b

a

f(x)dx =

∫b

a

f(x)dx

6.1.2 Integrabilitätskriterien

• RIEMANN ’sches Integrabilitätskriterium: Eine beschr̈ankte Funktionf : [a, b] → R ist
genau dann̈uberI Riemann-integrierbar, wenn es zu beliebigemε > 0 eine ZerlegungZ ∈
Z(a, b) gibt, so dass f̈ur die zugeḧorigen Ober- und Untersummen gilt:∣∣SZ(f) − SZ(f)

∣∣ < ε
• RIEMANN -Summe und Integrabilität: Für eine Funktionf : [a, b] → R und eine Zerlegung
Z ∈ Z(a, b) wird die Riemann’sche Summevon f mit beliebigenξk ∈ [xk−1, xk] gebildet
durch:

RSZ(f) :=

n∑
k=1

f(ξk) · (xk − xk−1)

Integrabilit ätskriterium: Eine beschr̈ankte Funktionf : [a, b] → R ist genau dannRiemann-
integrierbar, wenn f̈ur jede Folge von ZerlegungenZn ∈ Z(a, b) mit Feinheitenhn → 0 (n →
N) alle zugeḧorigen Riemann’schen Summen konvergieren und denselben Limes haben:

RSZn(f) → ∫b

a

f(x)dx (n → ∞).
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6.1. Das RIEMANN -Integral

Die Riemann-Summen zu einer Zerlegung stellen gewissermaßen alle Zwischenschritte zwi-
schen Ober- und Untersumme dar, Damit gibt es auch eine ideale Folge von ξk, mit der RSZ(f)

mit dem Integral übereinstimmt.

• weitere Integrabilit ätskriterien:

1. Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion istRiemann-integrierbar.

2. Jede auf einem abgeschlossenen Intervall (beschränkte) monotone Funktion istRiemann-
integrierbar.

Nicht jede beschränkte Funktion ist R-integrierbar. Ein pathologisches Beispiel ist:

f(x) :=

{
0, x ∈ Q
1, sonst

Hier gilt für jede Zerlegung (jedes Zerlegungsintervall enthält sicher a, b ∈ Ik mit a ∈ Q und
b ∈ R\Q): ∫b

a

f(x)dx ≤ SZ(f) = 0 < 1 = SZ(f) ≤
∫b

a

f(x)dx.

• Zusammengesetzte Integrale:Eine (beschr̈ankte) R-integrierbare Funktionf : [a, b] → R ist
auchüber jedem abgeschlossenen TeilintervallI ′ ⊂ [a, b] R-integrierbar. Insbesondere lässt
sich jedes Integral mithilfe eines beliebigenc ∈ (a, b) aufspalten zu:∫b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫b

c

f(x)dx

Ist umgekehrt eine (beschränkte) Funktionf : [a, b] → R für einc ∈ (a, b) R-integrierbare in
den Intervallen[a, c] und[c, b], so ist es auch auf[a, b] R-integrierbar.

• Stückweise RIEMANN -Integrierbarkeit: Eine beschr̈ankte Funktionf : I = [a, b] → R,
welche bzgl. einer ZerlegungZ = {x0, ..., xn} ∈ Z(a, b) vonI stückweise stetig und stückweise
monoton (also monoton und stetig auf allen TeilintervallenIk) ist überI R-integrierbar und es
gilt: ∫b

a

f(x)dx =

n∑
k=1

∫xk

xk−1

f(x)dx.

• Einige RIEMANN -Integrierbare Funktionen: Es seienf, g : [a, b] → R (beschr̈ankte) R-
integrierbare Funktionen. Dann gilt:

1. Die Funktionenf+ := max{f, 0} undf− := min {f, 0} sind R-integrierbar.

2. Der Absolutbetrag ist R-integrierbar mit:
∣∣∣∫b

a
f(x)dx

∣∣∣ ≤ ∫b

a
|f(x)|dx

3. Für jedesp ≥ 1 ist |f|p R-integrierbar.

4. Das Produktfg ist R-integrierbar.

Die Beweise funktionieren je über eine Abschätzung der Ober- und Untersummen der neuen
Funktionen durch die alten. Das Produkt fg folgt aus der Beziehung fg = 1

4

(
(f+ g)

2
− (f− g)

2
)

und 3. Bei 2 beachte man die Ähnlichkeit zur Dreiecksungleichung |a+ b| ≤ |a| + |b|.
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6.1. Das RIEMANN -Integral

• Satz von LEBESGUE: Die Funktionf : [a, b] → R ist genau dann Riemann-Integrierbar, wenn
sie auf[a, b] beschr̈ankt und fasẗuberall stetig ist.

• Integration komplexer Funktionen: Auch Funktionenf : [a, b] ⊂ R → C sind Riemann-
integrierbar, durch die Setzung:∫b

a

f(x)dx =

∫b

a

Ref(x)dx+ i

∫b

a

Im f(x)dx

6.1.3 Eigenschaften des RIEMANN -Integrals

• Linearit ät des RIEMANN -Integrals: Sindf, g : [a, b] → R R-integrierbare Funktionen, so ist
auch jede Linearkombinationαf+ βgmit α,β ∈ R R-integrierbar und es gilt:∫b

a

(αf(x) + βg(x))dx = α

∫b

a

f(x)dx+ β

∫b

a

g(x)dx

• Monotonie des RIEMAN -Integrals: Seienf, g : [a, b] → R (beschr̈ankte) R-integrierbare
Funktionen mitg(x) ≥ f(x), x ∈ [a, b]. Dann gilt auch:∫b

a

g(x)dx ≥
∫b

a

f(x)dx.

• Abschätzung durch Rechtecke:Für eine (beschränkte) R-integrierbare Funktionf : [a, b] →
R mitm ≤ f(x) ≤M, ∀x ∈ [a, b] gilt:

m · (b− a) ≤
∫b

a

f(x)dx ≤M · (a− b).

• Definitheit des RIEMANN -Integrals: Sei f : [a, b] → R eine stetige Funktion mitf(x) ≥
0, x ∈ [a, b]. Dann gilt: ∫b

a

f(x)dx = 0 ⇒ f ≡ 0

6.1.4 Das unbestimmte RIEMANN -Integral

• Unbestimmtes Integral: Eine FUnktionF : [a, b] → R heißt unbestimmtes Integral(oder
Stammfunktion) einer Funktionf : [a, b] → R, wenn sie diff’bar ist und wenn gilt:

F ′(x) = f(x), ∀x ∈ [a, b]

Man schreibt dann:

F(x) =

∫
f(x)dx

Die Stammfunktion ist immer nur bis auf eine additive Konstante C bestimmt, also eigentlich:∫
f(x)dx = F(x) + C.
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6.1. Das RIEMANN -Integral

• Fundamentalsatz:

1. Für eine stetige Funktionf : [a, b] → R ist das bestimmte Riemann-Integral

F(x) :=

∫x

a

f(y)dy, x ∈ [a, b]

aufgefaßt als Funktion der oberen Grenzex eine Stammfunktion vonf. Jede weitere
Stammfunktion vonf unterscheidet sich vonF nur durch eine additive Konstante.

2. Ist umgekehrt die FunktionF : [a, b] → R Stammfunktion einer stetigen Funktionf, so
gilt: ∫b

a

f(x)dx = F(x)
∣∣b
a

:= F(b) − F(a).

Dieser Satz besagt, dass Integration und Differentiation zueinander inverse Prozesse sind:

d

dx

∫x

a

f(y)dy = f(x),

∫x

a

f ′(y)dy = f(x) − f(a)︸︷︷︸
= const

6.1.5 Berechnung von Integralen

• Partielle Integration: Seienf, g : I → R zwei stetig diff’bare Funktionen. Dann gilt:∫b

a

f(x)g ′(x)dx = (fg)(x)
∣∣b
a

−

∫b

a

f ′(x)g(x)dx

Die Formel folgt direkt aus der Integration der Produktregel für die Differentitaion: (fg) ′(x) =

f ′(x)g(x) + f(x)g ′(x).

• Substitutionsregel: Seienf : I → R eine stetige undϕ : [a, b] → I eine stetig diff’bare
Funktion. Dann gilt die sog.Substitutionsregel:∫b

a

f(ϕ(y))ϕ ′(y)dy =

∫ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx

Es gibt die instruktivere Schreibweise:∫b

a

f(ϕ(y))dϕ(y) =

∫ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx; dϕ(y) = ϕ ′(y)dy

Oft wendet man obige Regel so an, dass man zu einer gegebenen, zu integrierenden Funktion∫b

a
f(x)dx eine passende Funktion ϕ(y) sucht, mit der sich das Integral nach der Substitutions-

regel leicht lösen lässt. Man setzt dann x := ϕ(y) und dx
dy

= dϕ(y)
dy

= ϕ ′(y) ⇒ dx =

ϕ ′(y) · dy. Damit erhält man dann:∫b

a

f(x)dx =

∫ϕ(b)

ϕ(a)

f(ϕ(y))dϕ(y) =

∫ϕ(b)

ϕ(a)

f(ϕ(y))ϕ ′(y)dy
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6.1. Das RIEMANN -Integral

Beispiel I:
π/2∫

−π/2

dx√
1−x2

löst man mit x := ϕ(y) = sin(y) und damit dx = cos(y)dy auf, zu:

∫π/2

−π/2

dx√
1− x2

=

∫ 1

−1

1√
1− sin(y)2

cos(y)dy =

∫ 1

−1

cosy
cosy

dy = 2

Beispiel II: Andersherum sucht man z.B. die Lösung für
π/4∫
0

(sin(x))3 ·cos(x)·dx. Hier definiert

man ϕ(x) = sin(x). Damit ergibt sich dϕ(x)
dx

= cos(x) ⇒ dϕ(x) = cos(x)dx. Mit diesen
Vorgaben sieht man:

π/4∫
0

(sin(x)︸ ︷︷ ︸
=ϕ(x)

)3 · cos(x) · dx︸ ︷︷ ︸
=dϕ(x)

=

ϕ(π/4)= 1
2

√
2∫

ϕ(0)=0

ϕ(x)3 · dϕ(x) =

[
1

4
ϕ4

]1
2

√
2

0

=
1

16

6.1.6 Kurvenlängen

• Parametrisierte Kurven: Es seienϕ,ψ zwei stetige Funktionen eines Parameterst ∈ [a, b].
Sind die Punkte der Ebene(ϕ(t), ψ(t)) , t ∈ [a, b] alle verschieden, so nennt man die Punk-
temenge

Γ := {(ϕ(t), ψ(t)) |t ∈ [a, b] }

einebenes Kurvenstückmit Parameterdarstellung{ϕ,φ}.

• Polygonzugverfahren:Zur Längenberechnung wird ein Kurvenzug durch gerade Linien zwi-
schen je zwei StützstellenPk = (ϕ(tk), ψ(tk)) undPk+1 = (ϕ(tk+1), ψ(tk+1)) gezogen. Die
Länge eines Teilstückes isẗuber den euklidischen Abstand definiert. Damit ergibt sich die Länge
eines Polygonzuges|pZ(Γ)| zu einer gegebenen ZerlegungZ = {t0, ..., tn} zu:

|pZ(Γ)| :=

n∑
k=1

√
(ϕ(tk) −ϕ(tk−1))

2
+ (ψ(tk) −ψ(tk−1))

2

• Rektifizierbarkeit und L änge einer Kurve Haben die L̈angen aller Polygonz̈ugepZ(Γ) zu
einem Kurvensẗuck Γ eine (endliche) obere Grenze, so heißtΓ rektifizierbar mit der Länge:
|Γ | :=

∑
Z∈Z(a,b)

|pZ(Γ)|

• Kurvenl änge: Ist die Parameterdarstellung des KurvenstückesΓ stetig diff’bar, so ist es rekti-
fizierbar und seine L̈ange ist gegeben durch:

|Γ | =

∫b

a

√
ϕ ′(t)2 +ψ ′(t)2dt

Die obige Formel folgt aus der bereits angegebenen Summendarstellung unter Erweiterung mit
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tk−tk−1

tk−tk−1
= 1 und dann nach dem Mittelwertsatz und Grenzübergang:

|pZ(Γ)| :=

n∑
k=1

√
(ϕ(tk) −ϕ(tk−1))

2
+ (ψ(tk) −ψ(tk−1))

2
=

=

n∑
k=1

(tk − tk−1) ·

√(
ϕ(tk) −ϕ(tk−1)

tk − tk−1

)2

+

(
ψ(tk) −ψ(tk−1)

tk − tk−1

)2

=

=

n∑
k=1

(tk − tk−1) ·
√
ϕ ′(τk)2 +ψ ′(τk)2

6.2 Mittelwertsätze

• 1. Mittelwertsatz: Es seienf : I = [a, b] → R stetig undg : I → R R-integrierbar und g habe
in I keinen Vorzeichenwechsel. Dann gibt es eine Zwischenstelleξ ∈ [a, b], so dass gilt:∫b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫b

a

g(x)dx.

Korollar: Sei f : I = [a, b] → R stetig. Dann gilt als Spezialfall des 1. Mittelwertsatzes mit
g = 1, mit einemξ ∈ I: ∫b

a

f(x)dx = f(ξ) · (b− a)

Dies bedeutet anschaulich, dass es ein ξ ∈ [a, b] gibt, sodass f(ξ) gerade den Mittelwert der
Funktion über dem Intervall [a, b] darstellt:

f(ξ) =
1

b− a
·
∫b

a

f(x)dx

Den esten 1. Mittelwertsatz kann man auch als Verallgemeinerung dieses Korollars auffassen.
Man bezeichnet dann die Funktion g(x) als Gewichtsfunktion.

Korollar: Seienf : I = [a, b] → R mit m ≤ f(x) ≤M, x ∈ I undg : I → R R-integrierbar
mit g ≥ 0. Dann gilt:

m

∫b

a

g(x)dx ≤
∫b

a

f(x)g(x)dx ≤M
∫b

a

g(x)dx

Dies liefert eine Abschätzung für das Integral
∫b

a
f(x) ·g(x)dx aufgrund des Integrals über g(x)

und kann zu dessen Berechnung herangezogen werden.

• 2. Mittelwertsatz: Es seienf : I = [a, b] → R monoton undg : I → R R-integrierbar. Dann
gibt es eine Zwischenstelleξ ∈ [a, b], so dass gilt:∫b

a

f(x)g(x)dx = f(a)

∫ξ

a

g(x)dx+ f(b)

∫b

ξ

g(x)dx.

Dies liefert ebenfalls eine Abschätzung für das Integral
∫b

a
f(x) · g(x)dx aufgrund des Integrals

über g(x) und kann zu dessen Berechnung herangezogen werden.
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6.3. Uneigentliche Integrale

6.3 Uneigentliche Integrale

• Uneigentliches RIEMANN -Integral: Sei f : (a, b] → R eine auf dem halboffenen Intervall
(a, b] aber nicht auf dem Abschluss[a, b] integrierbare Funktion. Existiert für jede Folge von
Punktenan ∈ (a, b] der Limes∫b

a

f(x)dx := lim
an↓a

∫b

an

f(x)dx,

so ist dieser unabhängig von der Wahl der Folge(an)n∈N und heißtuneigentliches Integralvon
f über[a, b].

• Uneigentliches Integral von Betr̈agen: Sei f : (a, b] → R auf (a, b] aber nicht auf[a, b]
integrierbar. Existiert dann das uneigentliche Integral von|f| über[a, b], so existiert auch das
uneigentliche Integral vonf über[a, b] und es gilt:∣∣∣∣∫b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫b

a

|f(x)|dx.

Damit hat das uneigentliche Integral von Beträgen das gleiche VErhalten, wie das eigentliche
Riemann-Integral.

• Uneigentliches RIEMANN -Integral auf unendlichen Intervallen: Sei f : [a,∞) → R eine
auf dem halboffenen unendlichen Intervall[a,∞) lokal integrierbare Funktion. Existiert für
jede Folge von Punktenbn ∈ [a,∞) der Limes∫∞

a

f(x)dx := lim
bn→∞

∫bn

a

f(x)dx,

so ist dieser unabhängig von der Wahl der Folge(bn)n∈N und heißtuneigentliches Integralvon
f über[a,∞).

Auch hier folgt aus der Existenz des uneigentlichen Integrals von|f| über[a,∞) die Existenz
des uneigentlichen Integrals vonf und die Ungleichung:∣∣∣∣∫∞

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫∞
a

|f(x)|dx.

• Uneigentliches RIEMANN -Integral von Produkten: Seif : [a,∞) → R in [a,∞) integrier-
bar mit

sup
x≥a

∣∣∣∣∫x

a

f(t)dt

∣∣∣∣ = M < ∞.
Ferner seig : [a,∞) → R+ diff’bar und monoton gegen Null fallend. Dann existiert ein
uneigentliches Integral ∫∞

a

f(x)g(x)dx = lim
x→∞

∫x

a

f(x)g(x)dx.

• Beziehung zwischen unendlichen Reihen und uneigentlichen Integralen:Es seif : [n0,∞) →
R eine stetige, positive, monoton fallende Funktion. Dann gilt:

∞∑
k=n0

f(k) < ∞ ⇔ ∫∞
n0

f(x)dx < ∞.
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6.4. Integration und Grenzprozesse

6.4 Integration und Grenzprozesse

• Gleichmäßige Konvergenz:Die Folge(fn)n∈N stetiger Funktionenfn : I → R konvergiere
auf einem IntervallI = [a, b] gleichm̈aßig gegen eine Funktionf : I → R. Dann ist die
Grenzfunktion ebenfalls stetig und es gilt:

lim
n→∞

∫b

a

fn(x)dx =

∫b

a

lim
n→∞ fn(x)dx.

• Integration und unendliche Reihen:Für eine Folge stetiger FUnktionenfk : I → R, k ∈ N
konvergiere die Reihe∼∞

k=1 fk auf einem IntervallI = [a, b] gleichm̈aßig. Dann stellt die Reihe
eine integrierbare Funktion dar und es gilt:∫b

a

∞∑
k=1

fk(x)dx =

∞∑
k=1

∫b

a

fk(x)dx.

D.h. Man darf in der Reihe gliedweise integrieren.

• Potenzreihe:Eine Potenzreihe
∞∑

k=0

ck(x − x0)
k habe den Konvergenzradiusρ > 0; sie stellt

also auf dem IntervallI = (x0 − ρ, x0 + ρ) eine stetige Funktion dar. Deren Stammfunktion
erḧalt man dann durch gliedweise Integration und diese hat den selben Konvergenzradius:∫ ∞∑

k=0

ck(x− x0)
kdx =

∞∑
k=0

ck

k+ 1
(x− x0)

k+1 + C

• Monotone Konvergenz:Die Folge(fn)n∈N von auf einem beschränkten IntervallI = [a, b)

(uneigentlich) integrierbaren Funktionenfn : I → R konvergiere punktweise gegen eine Funk-
tion f : I → R. Ist die Konvergenzfn → fmonoton wachsend und istf ebenfalls (uneigentlich)
integrierbar, so gilt:

lim
n→∞

∫b

a

fn(x)dx =

∫b

a

lim
n→∞ fn(x)dx

• Beschr̈ankte Konvergenz: Die Folge(fn)n∈N von auf einem IntervallI = [a, b) oder I =

[a,∞) (uneigentlich) integrierbaren Funktionenfn : I → R konvergiere punktweise gegen
eine Funktionf : I → R. Ist die Grenzfunktionf ebenfallls (uneigentlich) integrierbar und
sind die Funktionenfn gleichm̈aßig beschr̈ankt durch eine aufI (uneigentlich) integrierbare
Funktiong : I → R, d.h.|fn(x)| ≤ g(x), x ∈ I, so gilt ebenfalls:

lim
n→∞

∫b

a

fn(x)dx =

∫b

a

lim
n→∞ fn(x)dx
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KAPITEL 7

FOURIER-Analysis

7.1 Der Funktionenraum R[a, b]

• Stückweise Stetigkeit:Eine Funktionf : [a, b] → K heißt stückweise stetig, wenn sie in
[a, b] bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig und beschränkt ist und wenn in jeder dieser
Unstetigkeitsstellenξ ∈ [a, b] die links- und rechtsseitigen Grenzwertef(ξ±) := lim

k↓0
f(ξ± h)

existieren. In den Ausnahmestellenξ ∈ (a, b) sei gesetzt:

f(ξ) :=
f(ξ−) + f(ξ+)

2
.

Die obige Setzung hat keinen Einfluss auf den Wert des Riemann-Integrals. Anschaulich wird
in ξ die Funktion auf den Mittelwert zwischen den zwei Grenzwerten gesetzt.

• Der Vektorraum R[a, b]: Die Menge der in obigem Sinne auf[a, b] stückweise stetigen
(Riemann-integrierbaren) Funktionen bilden offenbar einen Vektorraum, der mitR[a, b] be-
zeichnet wird.

Auf diesem Vektorraum definiert die Sesquilinearform (komplexe Konjugation:a+ ib = a −

ib):

(f, g) :=

∫b

a

f(x)g(x)dx

das sog.L2-Skalarproduktmit folgenden Eigenschaften:

1. Linearitätseigenschaften:
(αf1 + βf2, g) = α(f1, g) + β(f2, g) (f, αg1 + βg2) = α(f, g1) + β(f, g2)

2. Symmetrieeigenschaften:(f, g) = (g, f)

3. Semidefinitheit:(f, f) ≥ 0
4. Es gilt die SCHARZ’sche Ungleichung:∣∣(f, g)∣∣2 ≤ (f, f) · (g, g).
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7.2. FOURIER-Entwicklung

Durch folgende Setzung definiert man die sog.L2-NormaufR[a, b]:

‖f‖ :=
√

(f, f)

Den Begriff derOrthogonaliẗat zweier Funktionenf, g ∈ R[a, b] definiert man durch die Ei-
genschaft:

(f, g) = 0

• L2-Konvergenz bzw. Konvergenz im quadratischen Mittel:Mit Hilfe der L2-Norm‖ · ‖ läst
sich dieKonvergenz im quadratischen Mittelvon Funktionenfn ∈ R[a, b] gegen eine Funktion
f ∈ R[a, b] erklären:

fn →L2 f ⇔ ‖fn − f‖ → 0 (n → ∞).

Dies bedeutet, dass das quadratische Mittel der Abweichung zwischen fn und f gegen Null
geht: ∫b

a

|fn(x) − f(x)|
2
dx → 0 (n → ∞).

Mit folgender Abschätzung zeigt man, dass die gleichmäßige Konvergenz von fn gegen f auch
die L2-Konvergenz impliziert. Umgekehrt ist das nicht unbedingt richtig:

‖fn − f‖ =

√∫b

a

|fn(x) − f(x)|
2
dx ≤ max

x∈[a,b]
|fn(x) − f(x)| ·

√
b− a

Gegenbeispiel: Die Funktionenfolge fn(x) = xn konvergiert auf [0, 1] punktweise nicht gegen
die Nullfunktion, weil fn(1) =,∀n ∈ N gilt. Sie konvergiert aber im quadratischen Mittel
gegen die Nullfunktion:

‖fn − 0‖2
=

∫ 1

0

(x2n − 0)dx =
1

2n+ 1
x2n+1

∣∣∣∣1
0

≤ 1

2n+ 1
→ 0 (n → ∞)

• Orthogonalsystem trigonometrischer Funktionen aufR[0, 2π]: Die trigonometrischen Funk-
tionen

c0(x) := 1, ck(x) := cos(k · x), sl(x) = sin(l · x), (k, l ∈ N)

bilden bzgl. desL2-Skalarproduktes ein Orthogonalsystem inR[0, 2π]. Es gilt:

(ck, sl) = 0, (ck, cl) = π · δkl, (sk, sl) = π · δkl, k, l ∈ N

7.2 FOURIER -Entwicklung

• FOURIER -Entwicklung in sin/ cos-Funktionen: Für eine beliebige Funktionf ∈ R[0, 2π]

definiert man die zugehörigeFourier-Summedurch:

Ff
n(x) :=

1

2
a0 +

n∑
k=1

{ak cos(kx) + bk sin(kx)} .
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7.2. FOURIER-Entwicklung

Dabei sind die Koeffizienten bestimmt durch:

a0 :=
1

π

∫ 2π

0

f(x)dx; ak :=
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(kx)dx; bk :=
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin(kx)dx;

Zur Berechnung der Koeffizienten wird jeweils das Skalarprodukt ak = 1
π
(f, ck), bzw. bk =

1
π
(f, sk) berechnet. Das entspricht “geometrisch“ der Projektion von f auf den Basisvektor
ck, sk des Funktionenraumes. Im wesentlichen wird also die Darstellung der Funktion f ∈
R[a, b], bezüglich des unendlichen Erzeugendensystems ck, sk, k ∈ N von R[a, b] berechnet.

• FOURIER -Entwicklung in eikx: Für eine beliebige Funktionf ∈ R[0, 2π] definiert man die
zugeḧorigeFourier-Summedurch:

Ff
n(x) :=

n∑
k=−n

cke
ikx mit ck :=

1

2π

∫ 2π

o

f(x)e−ikxdx; k ∈ Z.

Im Falle der Konvergenz heißt der Limes der Fourier-Summen, dieFourier-Reihe:

Ff∞(x) :=

∞∑
k=−∞ cke

ikx = lim
n→∞

n∑
k=−n

cke
ikx.

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf die komplexe Definition der Fourier-Reihen.
Sie lässt sich über die Definition von sin und cosauf die erste Definition zurückführen und ist
somit völlig Gleichwertig:

cos(x) =
1

2

(
eix + e−ix

)
; sin(x) =

1

2i

(
eix − e−ix

)

• Es seif ∈ R[0, 2π] eine2π-periodische Funktion mit den Fourier-Koeffizientenck, k ∈ Z.
Dann gilt für allen ∈ N: ∥∥f− Ff

n

∥∥2
= ‖f‖2

− 2π

n∑
k=−n

|ck|
2

• BESSEL’sche Ungleichung:Es seif ∈ R[0, 2π] eine2π-periodische Funktion mit den Fourier-
Koeffizientenck, k ∈ Z. Dann konvergieren die Quadratsummen der Fourier-Koeffizienten und
es gilt:

2π

∞∑
k=−∞ |ck|

2
= lim

n→∞ 2π
n∑

k=−n

|ck|
2 ≤ ‖f‖2

=

∫b

a

f(x)2dx.

Zusammen mit der obigen Ungleichung ergibt sich aus der Bessel’schen Ungleichung, dass:∥∥f− Ff
n

∥∥2 → 0 (n → ∞), wenn 2π
∞∑

k=−∞ |ck|
2 → ‖f‖2

(n → ∞).

Dies bedeutet die L2-Konvergenz der Fourierreihe Ff
n gegen die zugehörige Funktion f ∈

R[0, 2π].

• RIEMANN ’sches Lemma:Seif : [a, b] → R eine diff’bare Funktion. F̈ur s ∈ R gilt:

F(s) :=

∫b

a

f(x) sin(sx)dx → 0 (|s| → ∞).
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7.2. FOURIER-Entwicklung

• Konvergenz einiger wichtiger Reihen:

– Auf jedem Intervall[δ, 2π− δ] mit δ > 0 konvergiert die folgende Reihe gleichmäßig:
∞∑

k=1

sin(kx)
k

=
π− x

2
.

– Die folgende Reihe konvergiert gleichmäßig f̈ur x ∈ R. Insbesondere gilt im Fallx = 0:
∞∑

k=1

cos(kx)
k2

=

(
x− π

2

)2

−
π2

12
; x = 0 :

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

• Konvergenz der FOURIER -Reihe gegen Treppenfunktionen:Sei f ∈ R[0, 2π] eine 2π-
periodische Treppenfunktion. Dann konvergiert ihre Fourier-ReiheFf∞ im quadratischen Mittel
gegenf.

• Vollständigkeitsrelation: Sei f ∈ R[0, 2π] eine2π-periodische Funktion. Dann konvergiert
ihre Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegenf und mit ihren Fourier-Koeffizientenck gilt
die sog.Vollständigkeitsrelation:

2π

∞∑
k=−∞ |ck|

2
= ‖f‖2

Zum Beweis: Man konstruiert eine Einschließung der Funktion f durch zwei Treppenfunktio-
nen, von denen eine die Funktion nach oben und eine nach unten abgrenzt.
Achtung: Die L2-Konvergenz impliziert nicht die punktweise oder gleichmäßige Konvergenz
der Reihe gegen die zugehörige Funktion f. Damit ist die Frage der Darstellung der Funktion
durch ihre Fourier-Reihe (= punktweise Konvergenz) nicht ganz geklärt.

• Ein Konvergenzkriterium f ür F OURIER -Reihen: Die Fourierreihe einer stetigen Funktion
f ∈ R[0, 2π] konvergiert absolut und gleichm̈aßig gegenf, wenn f̈ur die Fourierkoeffizienten
ck gilt: ∑

k∈Z

|ck| < ∞
Dies folgt aus der Abschätzung: ∣∣∣∣∣

n∑
k=−n

cke
ikx

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=−n

|ck|

• Seif ∈ R[0, 2π] eine2π-periodische Funktion, die in[0, 2π] bis auf endlich viele Ausnahme-
stellenx1, ..., xm diff’bar ist, mit sẗuckweise definierter Ableitung̃f ′ ∈ R[0, 2π]. Dann konver-
giert die Fourier-Reihe vonf auf ganz[0, 2π] punktweise gegenf und gleichm̈aßig auf jedem
abgeschlossenen Teilintervall, auf demf stetig ist. Insbesondere gilt in jeder dieser Ausnahme-
stellenξ := xk:

Ff
n(x) → f(ξ−) + f(ξ+)

2
(n → ∞).

Dabei sindf(ξ±) die links- bzw. rechtsseitigen Limites gegen die Unsettigkeitsstelleξ:

f(ξ±) := lim
h↓0
f(ξ± h).
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Teil II

Analysis 2: Analysis desKn
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KAPITEL 8

Dern-dimensionale ZahlenraumKn

8.1 Der euklidische RaumKn

Viele bereits definierte Begriffe übertragen sich (fast direkt) auf den Kn, wenn man statt des Betrages
eine auf Kn definierte Norm verwendet. Das Standardbeispiel für eine solche Norm ist die euklidische
Norm ‖·‖2.

• Konvergente Folgen:Eine Folge von Vektoren(x(k))k∈N ⊂ Kn heißtkonvergentgegen ein
x ∈ Kn, wenn gilt: ∥∥x(k) − x

∥∥
2

→ 0 (k → ∞)

Die geometrische Bedeutung der Konvergenz ist, dass jede ε-Umgebung von x fast alle Fol-
genelemente x(k) enthält.

• CAUCHY -Folge:Eine Folge heßtCauchy-Folge, wenn gilt:

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N : ∀k, l > Nε :
∥∥x(k) − x(l)

∥∥
2
< ε

• Beschr̈ankte Folgen:Eine Folge heißtbeschr̈ankt, wenn alle ihre Elemente in einer Kugelum-
gebungKR(0) um den Nullpunkt liegen.

• Häufungspunkt: Ein Punktx ∈ Kn heißtHäufungspunkteiner MengeM ⊂ Kn, wenn jede
Umgebung vonx mindestens einen Punkt ausM\{x} entḧalt.
Die Menge der Ḧaufungspunkte vonM wird mit H(M) bezeichnet. Ein Punktx ∈M\H(M)

wird isoliert genannt.

Ein isolierter Punkt x ist also kein Häufungspunkt einer Folge aus M. Das bedeutet es gibt
Umgebungen Uε(x), die nicht inM liegen.

• Für eine MengeM ⊂ Kn gilt:
M ∪H(M) = M.

Eine MengeM ⊂ Kn ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Häufungspunkte enthält.

• Satz von BOLZANO -WEIERSTRASS:
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8.2. Lineare Abbildungen auf demKn

1. Jede Cauchy-Folge inKn konvergiert, d.h.: Der euklidische RaumKn ist vollsẗandig und
somit ein Banach-Raum.

2. Jede beschränkte Folge inKn besitzt eine konvergente Teilfolge (hat also mindestens
einen Ḧaufungspunkt.

Analoge Aussagen gelten auch für Teilmengen des Kn. So hat etwa jede beschränkte Teilmenge
des Kn einen Häufungspunkt. Diese zwei Aussagen gelten nur für endliche Vektorräume; für
unendliche VRs (z.B. C[a, b], R[a, b]) sind sie im allgemeinen falsch.

• Produktr äume:Auf dem ProduktraumV = Kn×Kn definiert man mit‖{x, y}‖ :=

√
‖x‖2

+ ‖y‖2

eine naẗurliche Norm. Dieser Raum kann mit demK2n identifiziert werden. Diese Konstruktion
lässt sich auf (endlich dimensionale) Produkträume erweitern.

8.2 Lineare Abbildungen auf demKn

• Reguläre Matrizen: Für MatrizeA ∈ Kn×n sind folgende Aussagen̈aquivalent:

1. A ist regulär.

2. Ax = b ist für jedesb ∈ Kn eindeutig l̈osbar.

3. Ax = 0 ist nur durchx = 0 lösbar.

4. Rang(A) = n.

5. det(A) 6= 0.

6. Alle Eigenwerte vonA sind ungleich Null.

• Gleiche Matrizen: Zwei MatrizenA,A ′ ∈ Kn×n sindgleich, wennAx = A ′x, ∀x ∈ Kn.

• Ähnliche Matrizen: Zwei MatrizenA,A ′ ∈ Kn×n sind ähnlich, wenn mit einer regulären
Matrix T ∈ Kn×n gilt: A ′ = T−1AT

Ähnliche Matrizen sind also solche, die bezüglich zweier unterschiedlicher Basen die selbe
lineare Abbildung darstellen. Ihre Eigenwerte sind gleich.
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KAPITEL 9

Funktionen mehrerer Veränderlicher

9.1 Stetigkeit

Im folgenden werden Funktionen f : D ⊂ Kn → K betrachtet, deren Definitionsbereich offen ist.
Auch sind die folgenden Aussagen für beliebige Normen gültig, da alle Normen auf Kn nach dem
Satz über die Normäquivalenz gleich sind.

• Bilder und Urbilder von stetigen Abbildungen: Für stetige Funktionenf : D ⊂ Kn → K
mit D offen gilt:

1. Das Urbildf−1(O) einer offenen MengeO ⊂ f(D) ist offen.

2. Das Urbildf−1(A) einer abgeschlossenen MengeA ⊂ f(D) ist abgeschlossen.

3. Das Bildf(K) einer kompakten MengeK ⊂ D ist kompakt.

4. Das Bilf f(M) einer zusammenhängenden MengeM ⊂ D ist zusammenḧangend.

• Stetigkeit: Eine Funktionf : D → Kn heißtstetigin einem Punkta ∈ D, wenn f̈ur jede Folge
(x(k))k∈N in D gilt:

x(k) → a (k → ∞) ⇒ f(x(k)) → f(a) (k → ∞)

Sie heißtstetig inD, wenn sie in jedem Punkt ausD stetig ist.

• Sätz über stetige Funktionen:Eine Funtionf : D → Kn ist genau dann in einem Punkta ∈ D
stetig, wenn es zu jedemε > 0 einδε > 0 gibt, so dass f̈ur x ∈ D gilt:

‖x− a‖ < δε ⇒ ‖f(x) − f(a)‖ < ε.

Für zwei stetige Funktionenf, g : D → Kn sind auch die Summef + g, das Produktf · g und
im Falleg(x) 6= 0, x ∈ D auch der Quotientf/g stetig.

• Satz von der Beschr̈anktheit: Eine stetige Funktionf : D ⊂ Kn → K ist auf jeder kompakten
MengeK ⊂ D beschr̈ankt, d.h. Es gibt eine KonstanteMK mit:

sup
x∈K

|f(x)| ≤MK.
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9.2. Vektor- und Matrixwertige Funktionen

• Satz vom Extremum: Eine stetige Funktionf : D ⊂ Kn → K nimmt auf jeder kompakten
MengeK ⊂ D ihr MaximumundMinimuman, d.h. Es gibt Punktexmax undxmin, so dass:

f(xmax) = sup
x∈K

f(x) f(xmin) = inf
x∈K
f(x)

• Satz von der gleichm̈aßigen Stetigkeit:Eine stetige Funktionf : D ⊂ Kn → K ist auf einer
kompakten MengeK ⊂ D gleichm̈aßig stetig, d.h. Zu jedemε > 0 gibt es einδε > 0, so dass
für allex, y ∈ K gilt:

‖x− y‖ < δε ⇒ ‖f(x) − f(y)‖ < ε

• punktweise und gleichm̈aßige Konvergenz:Eine Folge von Funktionenfk : D ⊂ Kn →
K, k ∈ N konvergiertpunktweisegegen eine Funktionf : D → K, wenn f̈ur allex ∈ D gilt:

fk(x) → f(x) (k → ∞)

Sie konvergiert gleichm̈aßig, wenn gilt:

sup
x∈D

|fk(x) − f(x)| → 0 (k → ∞)

• Satz von der gleichm̈aßigen Konvergenz:Konvergiert eine Folge stetiger Funktionenfk :

D ⊂ Kn → K, k ∈ N gleichm̈aßig gegen eine Funktionf : D → K, so ist auch diese stetig.

• Zwischenwertsatz:Seif : D ⊂ Rn → R stetig undD zusammenḧangend. Dann nimmtf für
je zwei Punktea, b ∈ D jeden Wert zwischenf(a) und f(b) an. Insbesondere hatf im Falle
f(a)f(b) < 0 eine Nullstelle inD.

Die Bedingung f(a)f(b) < 0 bedeutet, dass einer der Beiden Funktionswerte größer und einer
kleiner als Null ist.

9.2 Vektor- und Matrixwertige Funktionen

9.2.1 Vektorwertige Funktionen

• L IPSCHITZ -Stetigkeit: Eine Abbildungf : D ⊂ Kn → Kn heißtLipschitz-stetig, wenn mit
einer sog.Lipschitz-KonstanteL > 0 gilt:

‖f(x) − f(y)‖ ≤ L · ‖x− y‖ , ∀x, y ∈ D.

Im FalleL < 1 heißtf Kontraktionbzgl. der geẅahlten Norm.

• Starke Monotonie: Eine Abbildungf : D ⊂ Rn → Rn heißtstark monoton, wenn es eine
Konstantem > 0 gibt, so dass f̈ur x, y ∈ D gilt:(

f(x) − f(y), x− y
)

2
≥ m · ‖x− y‖2

2 .

• BANACH ’scher Fixpunktsatz: Seif : D ⊂ Kn → Kn eine Abbildung, f̈ur welche die folgen-
den Bedingungen erfüllt sind:

1. f bildet eine abgeschlossene TeilmengeM ⊂ D in sich ab.
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2. Auf M ist f eine Kontraktion mit Lipschitzkonstanteq ∈ (0, 1).

Dann besitztf in M genau einen Fixpunktx∗ und für jeden STartpunktx(0) ∈ M konvergiert
die Folge der durch

x(k) = f(x(k−1)), k ∈ N

definierten Iterationx(k) ∈M gegen diesen Fixpunktx∗ ∈M mit der Fehlerabscḧatzung:

∥∥x(k) − x∗
∥∥ ≤ qk

1− q
·
∥∥x(1) − x(0)

∥∥ .
Man interessiert sich für Lösungen von Gleichungssystemen der folgenden Form:

f1(x1, ..., xn) = b1

f2(x1, ..., xn) = b2

...
...

fn(x1, ..., xn) = bn.

Dies lässt sich natürlich mit f : D ⊂ Kn → Kn und x, b ∈ Kn auch schreiben als:

f(x) = b.

Im Allgemeinen lässt sich ein solches Gleichungssystem nicht mehr in expliziter Form x =

f−1(b) lösen. Man kann dann aber versuchen eine Folge von Punkten x(n) zu konstruieren,
die gegen die Lösung x∗ konvergiert. Man macht dazu den folgenden Ansatz (mit geeignetem
σ ∈ K\{0}):

x(k+1) = g(x(k)) := x(k) − σ ·
(
f(x(k)) − b

)
.

Ist x(k) eine ideale Lösung, gilt also f(x(k)) = b, so folgt daraus: x(k+1) = x(k). Anschaulich
korrigiert also obige Abbildung den aktuellen Wert für die Lösung mit einem Maß für die
Abweichung, die der Wert vom Idealwert hat. σ sorgt dafür, dass es sich bei g(x(k)) wirklich
um eine Kontraktion handelt. Angewendet auf lineare Gleichungssysteme Ax = b, A ∈
Kn×n, x, b ∈ Kn ergibt sich (siehe auch folgendes Lemma):

x(k+1) := x(k) − σ ·
(
A ˙x(k) − b

)
Das folgende Lemma gibt einen Wert für σ: σ := 1

‖A‖∞ .
• Korollar/Anwendung zum Fixpunktsatz: R ICHARDSON -Iteration:

SeienA ∈ Kn×n hermitesch und positiv definit undb ∈ Kn gegeben. Dann konvergiert die
Fixpunktiteration

x(k) = x(k−1) −
1

‖A‖∞ ·
(
Ax(k−1) − b

)
, k ∈ N

für jeden Startwertx(0) gegen die L̈osung des Gleichungssystems

Ax = b.
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• Korollar/Anwendung zum Fixpunktsatz: nichtlineare Gleichungen:
Seienf : Rn → Rn eine Lipschitz-stetige, monotone Abbildung mit Lipschitz-KonstanteL und
b ∈ Kn gegeben. Dann hat die Gleichung

f(x) = b

eine eindeutige L̈osungx∗. Für jeden Startwertx(0) konvergiert die sukzessive Iteration

x(k) = x(k−1) − θ ·
(
f(x(k−1)) − b

)
, k ∈ N

für jedesθ ∈ (0, 2m
L2 ) gegenx∗.

9.2.2 Matrixfunktionen

• SeiA ∈ Kn×n eine hermite’sche Matrix mit (ihrer Vielfachheit entsprechend oft gezählten)
Eigenwertenλ1, ..., λn ∈ R. Istp ∈ Pr ein Polynom, dessen Nullstellen mit keinem der Eigen-

werte vonA übereinstimmen, so ist die Matrixp(A) :=
r∑

k=0

akA
k regul̈ar.

• Exponential- und trigonometrische Funktionen von Matrizen: Da auch f̈ur Matrizen Expo-
nentialsummen konvergieren, kann man definieren:

eA :=

∞∑
k=0

1

k!
Ak; cos(A) :=

∞∑
k=0

(−1)k 1

(2k)!
A2k; sin(A) :=

∞∑
k=0

(−1)k 1

(2k+ 1)!
A2k+1

Achtung: Für die skalare Exponentialfunktion gilt die Beziehung ex · ey = ex+y. Diese ist
für die matrixwertige Exponentialfunktion nicht mehr unbedingt gegeben. Im Beweis dieser
Beziehung wird die Kommutativität der Multiplikation (xy = yx) ausgenutzt, die bei Matrizen
im Allgemeinen nicht gilt. Also:

aA · aB 6= eA+B.

Die Funktionsgleichung gilt aber im Falle A = B: aBeB = e2B = eB+B.
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KAPITEL 10

Differenzierbare Funktionen imKn

10.1 Partielle Ableitung

10.1.1 Begriffsdefinition

• Partielle Ableitung:

1. SeiD ∈ Rn eine offene Menge. Eine Funktionf : D → R heißt in einem Punktx ∈
D partiell differenzierbarbzgl. deri-ten Koordinatenrichtung, falls der folgende Limes
existiert.

lim
h→0

f(x+ he(i)) − f(x)

h
=:

∂f

∂xi

(x) =: ∂if(x)

Man nennt dann∂if(x) diepartielle Ableitung bzglxi von f in x.

2. Existieren in allen Punktenx ∈ D alle partiellen Ableitungen so heißtf partiell differen-
zierbar. Sind alle partielle Ableitungen stetige Funktionen aufD, so heißtf stetig partiell
differenzierbar.

3. Eine vektorwertige Funktionf = (f1, ..., fm) : D → Rm heißt(stetig) partiell differen-
zierbar, wenn alle ihre Komponentenfi (stetig) partiell differenzierbar sind.

Beispiele:

1. Abstandsfunktion:

r(x) := ‖x‖2 =

√√√√ n∑
k=1

x2
k ⇒ ∂ir(..., xi, ...) =

1

2
· 2xi

2
√
...+ x2

i + ...
=

xi

r(x)

• Mehrfache partielle Differenzierbarkeit: Sind für eine partiell diff’bare Funktionf : D ⊂
Rn → R die partiellen Ableitungen∂if : D → R wieder partiell diff’bar, so heißtf zweimal
partiell differenzierbar.Dieser Prozess lässt sich natürlich fortsetzen, solange die entstehenden
Ableitungen partiell diff’bar sind. Man schreibt:

∂i1 ...∂ikf(x) =
∂

∂xi1

...
∂

∂xik

f(x) =
∂kf

∂xi1 ...xik

(x).
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• SeiD ⊂ Rn offen. Die Funktionf : D → R habe in einer KugelumgebungKr(x) ⊂ D eines
Punktesx ∈ D beschr̈ankte partielle Ableitungen (oderf sei überhaupt inKr(x) stetig partiell
diff’bar):

sup
x∈Kr(x)

|∂if(x)| ≤M, i = 1, ..., n.

Dann istf stetig im Punktx.

• Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge: SeiD ⊂ Rn offen. Die Funktionf : D →
R sei in einer UmgebungKr(x) ⊂ D eines Punktesx ∈ D zweimal stetig partiell diff’bar.
Dann gilt:

∂i∂jf(x) = ∂j∂if(x), i, j = 1, ..., n.

Allgemein ist f̈ur einek-mal stetig diff’bare Funktion die Reihenfolge der partiellen Ableitun-
gen vertauschbar.

10.1.2 Begriffe der Vektoranalysis

• Gradient (Vektor der ersten partiellen Ableitungen): SeiD ⊂ Rn eine offene Menge und
f : D → R eine partiell diff’bare Funktion. Der Vektor der ersten partiellen Ableitungen heißt
Gradientvon f im Punktx ∈ D:

gradf(x) = ∇f(x) :=
(
∂1f(x), ..., ∂nf(x)

)
∈ Rn.

Produktregel für den Gradienten: ∇(f · g) = g · (∇f) + f · (∇g)

• JACOBI -Matrix/Funktionalmatrix und Funktionaldeterminante: SeiD ⊂ Rn eine offene
Menge undf : D → Rm eine partiell diff’bare Vektorfunktion. Die Matrix der ersten partiellen
Ableitungen heißtFunktionalmatrixvon f im Punktx ∈ D:

Jf(x) :=
(
∂jfi(x)

)n,m

i,j=1
∈ Rm×n.

Man schreibt auchJf(x) = ∇f(x). Im Fallm = n wird die Determinante|Jf(x)| von Jf(x)
Funktional-Determinantegenannt.

Matrixschreibweise:

Jf(x) :=

∇f1(x)...
∇fm(x)

 =

∂1f1(x) · · · ∂nf1(x)
...

...
∂1fm(x) · · · ∂nfm(x)

 ∈ Rm×n.

• Divergenz: SeiD ⊂ Rn eine offene Menge undf : D → Rn eine partiell diff’bare Funktion.
Die skalare Funktion

div f(x) = ∇ · f(x) := ∂1f1(x) + ...+ ∂nfn(x) ∈ R

wird Divergenzgenannt.

Produktregel für die Divergenz:∇ · (fg) = (∇f) · g+ f · (∇ · g)
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• HESSE-Matrix (Matrix der zweiten partiellen Ableitungen): SeiD ⊂ Rn eine offene Men-
ge undf : D → R eine zweimal partiell diff’bare Funktion. Die Matrix der zweiten partiellen
Ableitungen heißtHesse-Matrixvon f im Punktx ∈ D

Hf(x) :=
(
∂i∂jf(x)

)n
i,j=1

∈ Rn×n

Man schreibtHf(x) = ∇2f(x).

Hier das ganze in Matrixschreibweise, nur um jeglichen Verwirrungen vorzubeugen:

Hf(x) :=

∂11f(x) · · · ∂1nf(x)
...

...
∂n1f(x) · · · ∂nnf(x)

 ∈ Rn×n.

10.1.3 Totale Differenzierbarkeit

• totale Differenzierbarkeit: SeiD ⊂ Rn eine offene Menge. Eine Abbildungf : D → Rm

heißt in einem Punktx ∈ D total differenzierbar(oder einfachdifferenzierbar), wenn es eine
lineare AbbildungDf(x) : Rn → Rm×n (das sog.Differential von f) gibt, so dass in einer
Umgebung vonx gilt:

f(x+ h) = f(x) +Df(x) · h+ω(h), h ∈ Rn, x+ h ∈ D,

mit einer Funktionω : D → Rm der Art

lim
x+h∈D,‖h‖→0

‖ω(h)‖
‖h‖

= 0.

Diese Beziehung schreib man auch abgekürzt in der Formω(h) = o(‖h‖). Das Differential
von f ist gerade die Funktionalmatrix vonf:

Df(x) = Jf(x).

• Differenzierbarkeit: SeiD ⊂ Rn offen. F̈ur Funktionenf : D → Rm gilt:

1. Ist f in x ∈ D diff’bar, so ist es auch partiell diff’bar.

2. Ist f stetig partiell diff’bar in einer Umgebung vonx ∈ D, so ist es dort auch diff’bar.

• Richtungsableitung: SeiD ⊂ Rn offen undf : D → R im Punktx ∈ D diff’bar. Dann
existiert f̈ur jeden Vektorv ∈ Rn mit ‖v‖2 = 1 die ABleitung in Richtungv (Sog.Richtungs-
ableitung):

∂f

∂v
(x) = ∂vf(x) = (∇f(x)) · v := lim

t→0

f(x+ tv) − f(x)

t
.

Da ∇f(x) in die Richtung der größten Steigung von f zeigt, ist die Richtungsableitung parallel
zu ∇f(x) maximal.

• Kettenregel: SeienDf ⊂ Rn undDg ⊂ Rm offene Mengen undg : Dg → Rr undf : Df →
Rm Abbildungen. Istg im Punktx ∈ Dg und die Abbildungf im Punktg(x) diff’bar, so ist die
Kompositionh := f ◦ g im Punktx diff’bar und es gilt:

Dh(x) = Df(g(x)) ·Dg(x).
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Dabei istDh(x) ∈ Rr×n, Df(y) ∈ Rm×n, Dg(x) ∈ Rr×m und der Punkt ’·’steht für die
entsprechende Matrix-Multiplikation.
Komponentenweise bedeutet obige Formel (y = g(x), i = 1, ..., n, j = 1, ..., r):

∂hj

∂xi

(x1, ..., xn) =

m∑
k=1

∂fj

∂
(
gk (x)

)(g1(x), ..., gm(x)
)
· ∂gk

∂xi

(x1, ..., xn).

Im wesentlichen wird also über alle partiellen Ableitungen einer Komponente von h(x) nach
allen Komponenten von x summiert und jeweils die Kettenregel für partielle ABleitungen an-
gewandt.

• Beziehung zwischen den Differenzierbarkeiten:Es gelten folgende Implikationen. Die Um-
kehrung ist im allgemeinen falsch:

stetig partiell diff ’bar ⇒ (total) diff ’bar ⇒ partiell diff ’bar

Beispiel: Es gibt Funktionen, deren partielle Ableitungen existieren, die aber nicht total diff’bar
sind.

f(x, y) =

{
xy

x2+y2 ∀(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

Es gilt:
∂f

∂x
=
y3 − x2y

(x2 + y2)2
, fracpdfy =

x3 − xy2

(x2 + y2)2

Aber die Funktion ist in (0, 0) nicht stetig und also erst recht nicht diff’bar: Dies zeigt man etwa
mit der Folge (an) ⊂ R2, mit an =

(
1
n
, 1

n

)→ (0, 0) (n → ∞):

f

(
1

n
,
1

n

)
=
1/n2

2/n2
=
1

2
6= 0 (n → ∞).
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10.1.4 Mittelwertsätze

• Mittelwertsatz: SeiD ⊂ Rn offen undf : D → R stetig diff’bar mit Gradient∇f(x). Ferner
seix ∈ D undh ∈ Rn so, dassx+ sh ∈ D für 0 ≤ s ≤ 1. Dann gilt:

f(x+ h) − f(x) =

(∫ 1

0

∇f(x+ sh) ds

)
︸ ︷︷ ︸

∈Rn

·h ∈ R.

Ist f : D ⊂ Rn → Rm stetig diff’bar mit Jacobi-MatrixJf(x), so gilt:

f(x+ h) − f(x) =

(∫ 1

0

Jf(x+ sh) ds

)
︸ ︷︷ ︸

∈Rm×n

·h ∈ Rm.

Mit M := max
0≤s≤1

‖Jj(x+ sh)‖2 gilt die folgende Abscḧatzung:

‖f(x+ h) − f(x)‖2 ≤M ‖h‖2 .

Dies bedeutet, dass die Funktionf in D lokal Lipschitz-stetigist.

Anschaulich bedeutet der Mittelwertsatz, dass man entlang der Verbindungslinie h zwischen
x und x + h über die Ableitungen integriert (im Eindimensionalen entspricht das in etwa dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

Die Integration über Vektoren und Matrizen ist hier komponentenweise zu verstehen.

Für eine stetig diff’bare Funktion f : D → R folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integral-
rechnung die Beziehung:

f(x+ h) − f(x) =

∫ 1

0

(
∇f(x+ sh)

)
· h ds =

(
∇f(x+ τh)

)
· h

Mit einem τ ∈ (0, 1) als Zwischenwert. Die mehrdimensionale Mittelwertaussage hat keine
entsprechende differentielle Formulierung!
Das ganze kann man sich vorstellen, wie den eindimensionalen Mittelwertsatz entlang einer
Verbindungsstrecke h ≡ b − a zwischen zwei Punkten a ≡ x und b ≡ x + h. Dabei ist dann
Ξ = x+ τh ein Punkt auf der Geraden zwischen b und a.

f(b) − f(a)

‖b− a‖
= ∇

(
f(x+ τh︸ ︷︷ ︸

=Ξ

)

)
· b− a

‖b− a‖︸ ︷︷ ︸
=eb−a

.

Dabei ist eb−a der Einheitsvektor in Richtung b − a, mit ‖eb−a‖ = 1. Der eindimensionale
Mittelwertsatz besagt, dass es auf [a, b] ⊂ R ein ξ gibt, so dass gilt:

f(b) − f(a)

b− a
= f ′(ξ).

• Vertr äglichkeit von Normenbildung und Integration: Seif : [a, b] ⊂ R → Rm eine stetige,
vektorwertige Funktion. Dann gilt:∥∥∥∥∫b

a

f(s) ds

∥∥∥∥
2

≤
∫b

a

‖f(s)‖2 ds.
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10.2 TAYLOR -Entwicklung im Rn

• Multi-Index-Notation: Fürn-Tupelα = (α1, ..., αn) ∈ Nn
0 wird gesetzt:

|α| := α1 + ...+ αn; α! := α1! · ... · αn!

Für x = (x1, ..., xn) ∈ Rn wird gesetzt:

xα := xα1
1 · ... · xαn

n

Für eine|α|-mal stetig diff’bare Funktion wird gesetzt:

Dαf := ∂α1
1 · ... · ∂αn

n f =
∂|α|

∂xα1
1 · ... · xαn

n
f.

• TAYLOR -Formel: SeiD ⊂ Rn eine offene Menge undf : D → R eine(r + 1)-mal stetig
diff’bare Funktion. Dann gilt f̈ur jeden Vektorh ∈ Rn mit x + sh ∈ D, s ∈ [0, 1] die
Taylor-Formel:

f(x+ h) =
∑
|α|≤r

Dαf(x)

α!
· hα + Rf

r+1(x, h).

Das RestgliedRf
r+1(x, h) hat in differentieller und integraler Form folgende Darstellung:

Rf
r+1(x, h) =

∑
|α|=r+1

Dαf(x+θh)
α!

· hα =, θ ∈ (0, 1)

= (r+ 1) ·
1∫
0

∑
|α|=r+1

Dαf(x+t·h)
α!

· (1− t)r dt.

• Darstellung der ersten Glieder der Taylor-Entwicklung: SeiD ⊂ Rn eine offene Menge
undf : D → R einer+ 1-mal stetig diff’bare Funktion. Dann gilt für allex ∈ D und

f(x+ h) =
∑
|α|≤r

∂αf(x)

α!
hα +ωr(h),

mit Funktionenωr mit den Eigenschaftenωr(0) = 0 und

lim
h→0,h6=0

ωr(h)

‖h‖r
2

.

Speziel im Fallr = 1 gilt mit dem Gradienten∇f von f:

f(x+ h) = f(x) +
(
∇f(x), h

)
2
+ω1(h),

und im Fallr = 2 gilt mit der Hesse-MatrixHf von f:

f(x+ h) = f(x) +
(
∇f(x), h

)
2
+
1

2

(
Hf(x)ḣ, h

)
2
+ω2(h).
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• TAYLOR -Reihe: Für eine beliebig oft partiell diff’bare Funktionf : D ⊂ Rn → R und einem
Punktx ∈ D heißt die Reihe

T f∞(x+ h) =

∞∑
|α|=0

Dαf(x)

α!
hα

die Taylor-Reihevon f in x. Die FUnktionf heißtreell analytischin x, wenn die Taylor-Reihe
von f in einer Umgebung vonx konvergiert mit

T f∞(x) = f(x).

• hinreichende Konvergenzbedingung f̈ur T AYLOR -Reihen: SeiD ⊂ Rn eine offene Menge
undf : D → R eine beliebig oft diff’bare Funktion. Dann istf inD reell analytisch, wenn gilt:

Rf
r+1(x, h) → 0 (r → ∞), x ∈ D.

Eine hinreichende Bedingung dafür ist, dass die partiellen Ableitungen vonf gleichm̈aßig be-
schr̈ankt sind:

M(f) := sup
|α|≥0

(
sup
x∈D

|Dαf(x)|
)
< ∞.

• Darstellung der TAYLOR -Reihe durch Polynome:Wird eine beliebig oft stetig diff’bare
Funktion f : D ⊂ Rn → R in einer UmgebungKr(x) ⊂ D durch eine Reihe homogener
PolynomePα =

∑
|α|=k

xα auf Rn mit dem Gradk = |α| dargestellt, so ist dies die Taylor-Reihe

von f in x:

f(x+ h) =

∞∑
|α|=0

Pα(h), x+ h ∈ Kr(x).

Beispiel: Man betrachte die Funktion f(x1, x2) = 1
1−x1−x2

= 1
1−(x1+x2)

. Hier kann man einen
Trick benutzen, indem man in neue Koordinaten z := x1 + x2 transformiert. So lässt sich die
Bildung der Taylor-Reihe auf einen eindimensionalen Fall zurückführen:

1

1− x1 − x2︸ ︷︷ ︸
=f(x1,x2)

=
1

1− (x1 + x2)
=

1

1− z︸ ︷︷ ︸
=f(z)

=

∞∑
k=0

zk =

∞∑
k=0

(x1 + x2)
k

10.3 Satzüber implizite Funktionen

Im folgenden wird untersucht, inwiweit durch eine Gleichung

F(x, y) = 0, x ∈ Dx, y ∈ Dy

eine Funktion f(x) : Dx → Dy definiert wird, so dass gilt:

F
(
x, f(x)

)
= 0, ∀x ∈ Dx.

Es stellt sich die Frage, ob diese impliziteFunktion f eindeutig definiert ist. Besonders wichtig ist der
Spezialfall:

F(x) = x− g(y) = 0.

Wird hierdurch eindeutig eine Funktion y = f(x) definiert, so gilt: y = f(x) = g−1(x), man findet
also die Umkehrfunktion von g.
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10.3. Satz̈uber implizite Funktionen

Satzüber implizite Funktion: SeienDx ⊂ Rn undDy ⊂ Rm offene Mengen undF : Dx×Dy →
Rm eine stetige diff’bare Abbildung. Ferner sei(x̂, ŷ) ∈ Dx ×Dy ein Punkt, mit:

F(x̂, ŷ) = 0

und regul̈arer Jacobi-MatrixDyF(x̂, ŷ) ∈ Rm×m.

1. Dann gibt es UmgebungenU(x̂) × U(ŷ) ⊂ Dx × Dy und eine stetige Funktionf : U(x̂) →
U(ŷ), so dass

F(x, f(x)) = 0, x ∈ U(x̂).

2. Die Funktionf ist eindeutig bestimmt, d.h.: Ist(x, y) ∈ U(x̂)×U(ŷ) ein Punkt mitF(x, y) = 0,
so isty = f(x).

3. Die Funktionf ist im Punktx̂ diff’bar und ihre Jacobi-MatrixJf(x̂) ∈ Rm×n ist gegeben durch:

Jf(x̂) = −
(
DyF(x̂, ŷ)

)−1
DxF(x̂, ŷ).

Bemerkungen: Wichtig ist hier vor Allem die Beziehung U(x̂) × U(ŷ) ⊂ Dx × Dy, die besagt,
dass die Umgebungen kleiner sind, als die Definitionsbereiche. Dies ermöglicht es auch dann eineu-
tige implizite Funktionen f zu finden, wenn dies auf dem ganzen Definitionsbereich eigentlich nicht
möglich wäre. Als Beispiel betrachte man

F(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0.

Diese Gleichung beschreibt alle Punkte auf dem Einheitskreis. Durch formales Auflösen nach y erhält
man:

f(x) = y = ±
√
1− x2.

Hier ist f also nicht eindeutig definiert. Betrachtet man aber nur kleine Umgebungen des Punkte (0, 1)

oder überhaupt irgendeine Umgebung eines Punkte (x̂, ŷ) mit x̂2 + ŷ2 = 1 und ŷ > 0, so ist dort f
als positiver Zweig eindeutig definiert.

Kleine schmutzige Merkregeln: Die Regularität der DyF(x̂, ŷ) ∈ Rm×m impliziert deren Invertier-
barkeit und ist deswegen nötig, um das Ergebnis Jf(x̂) = −DyF(x̂, ŷ)

−1DxF(x̂, ŷ) zu ermöglichen.
Man kann sich das ganze etwas besser merken, wenn man sich folgende typographische Beziehung
einprägt:

Jf(x) =
dy

dx
=
dF/dx

dF/dy
=
Dxf

Dyf

Beispiel: Man betrachte die Funktion

F(x, y) = x2 + y2 − 1.

Sie stellt den Einheitskreis imR2 dar. Es bleibt zu kl̈aren, wo sie implizit eine Funktionf(x) mit
F(x, f(x)) erklärt. Formal erḧalt man:

f(x) = ±
√
1− x2.

Die Ableitung nachy ist:DyF(x, y) = 2y. Dies Jacobi-’Matrix’ muss regulär sein, also vollen Rang
haben. Bei Zahlen bedeutet das, dassDyF(x, y) 6= 0, was f̈ur alley 6= 0 gegeben ist. Also existiert zu
jedem Punkt auf dem Graphen(x, y) ∈ G(F) ⊂ R2, mit y 6= 0 eine offene Umgebung um(x, y) in
der die implizierte Funktion eindeutig bestimmt ist.
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10.4 Regul̈are/umkehrbare Funktionen

• Reguläre Abbildungen: SeiD ⊂ Rn offen. Eine Abbildungf : D → Rn heißt regulär in
x̂ ∈ D, wenn sie in einer UmgebungKε(x̂) ⊂ D stetig diff’bar und die FunktionalmatrixJf(x̂)
regul̈ar ist (den vollen Rang hat). Sie heißtregulär aufD, wenn sie in jedem Punkt̂x ∈ D

regul̈ar ist.

• Umkehrabbildung: SeiD ⊂ Rn offen undf : D → Rn regul̈ar in x̂ ∈ D Dann gibt es eine
offene UmgebungU(x̂) ⊂ D von x̂, die vonf bijektiv auf eine offene UmgebungU(ŷ) ⊂ Rn

von ŷ := f(x̂) abgebildet wird. Die Umkehrabbildungf−1 : U(ŷ) → U(x̂) ist ebenfalls regulär
in ŷ und für ihre Funktionalmatrix und Funktionaldeterminante gilt:

Jf−1(ŷ) = Jf(x̂)
−1, |Jf−1(ŷ)| = |Jf(x̂)|

−1

Dieser Satz garantiert die lokale Umkehrbarkeit von Funktionen. Für die globale Umkehrbar-
keit würde man benötigen, dass die implizite Funktion g−1 überall eindeutig definiert ist, was
nur unter sehr eingeschränkten Bedingungen möglich ist.
Eine eineindeutige Abbildung f : D ⊂ Rn → Rn mit stetiger Umkehrabbildung heißt Homöomor-
phismus. Sind f und f−1 stetig diff’bar, so spricht man von einem Diffeomorphismus.
Der Satz folgt aus dem Satz über implizite Funktionen, wenn man dort die folgenden Setzungen
macht:

F(x, y) = x− f(y) ⇒ y = f−1(x)

Dann gilt für dei Jacobi-Matrix DyF(x, y), die ja regulär sein muss:

DyF(x, y) = −Dyf(y)

Dieses entspricht aber schon der Voraussetzung des Satzes über Umkehrabbildungen. Weiter
erhält man DxF(x, y) = En und daraus:

Jf−1(x) = −
(
DyF(x, y)

)−1 ·DxF(x, y) =
(
Jf(x)

)−1

• offene Abbildungen: Ist die Abbildungf : D ⊂ Rn → Rn regul̈ar, so ist f̈ur jede offene Menge
O ⊂ D auch die Bildmengef(O) offen. Solche Abbildungen werden auch alsoffenbezeichnet.

10.5 Extremwertaufgaben

10.5.1 Lokale Extrema

In diesem Abschnitt sucht man Bedingungen und Charakterisierungen für lokale Extrema von Funk-
tionn f : D ⊂ Rn → R.

• Loales Extremum: Eine Funktionf : D ⊂ Rn → R hat in einem Punktx ∈ D ein lokales
Extremum, wenn auf einer KugelumgebungKε(x) ⊂ D gilt:

f(x) = sup
y∈Kε(x)

f(y) oder f(x) = inf
y∈Kε(x)

f(y).

Das Extremum ist strikt, wenn ex inKε(x) nur im Punktx angenommen wird.
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10.5. Extremwertaufgaben

• notwendige Extremalbedingung:SeiD ⊂ Rn offen undf : D → R stetig diff’bar. Hatf in
einem Punktx ∈ D ein lokales Extremum, so gilt:

∇f(x) = 0.

• hinreichende Extremalbedingung:SeiD ⊂ Rn offen undf : D → R zweimal stetig diff’bar
und es sei in einem Punktx ∈ D:

∇f(x) = 0.

Ist die Hesse-MarixHf(x) positiv definit, so liegt inx ein striktes lokales Minimum, ist siene-
gativ definit, so liegt inx ein striktes lokales Maximum. Ist sieindefinit, so kann inx überhaupt
kein lokales Extremum vorliegen.

Der Beweis nutzt die Darstellung der Funktion f durch die Taylor-Entwicklung:

f(x+ h) = f(x) +
(
∇f(x), h

)
2︸ ︷︷ ︸

=0 (Extremalbedingung)

+
1

2

(
Hf(x)ḣ, h

)
2
+ω2(h).

Ist Hf(x) positiv definit, so gilt mit dem kleinesten Eigenwert λ > 0:
(
Hf(x)ḣ, h

)
2
≥ λ ‖h‖2

,

h ∈ Rn. Weiter wird für ein hinreichendes ‖h‖2 < δ nach Vorraussetzung: ‖ω2(h)‖2 <
1
2
λ ‖h‖2

2. Daraus erhält man dann mit obiger Beziehung:

f(x+ h) − f(x) =
1

2

(
Hf(x)ḣ, h

)
2
+ω2(h) >

>0︷ ︸︸ ︷
1

2
λ ‖h‖2

− ‖ω2(h)‖2︸ ︷︷ ︸
< 1

2
λ‖h‖2

2

10.5.2 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt sucht man Lösungen von Optimierungsaufgaben mit Nebenbedingungen. Seien
F : D → R und g : D → R diff’bare Funktionen auf einer offenen Menge D ⊂ Rn. Man sucht dann
einen Punkt x̂ ∈ D mit:

F(x̂) = inf {F(x), x ∈ Kr(x̂), g(x̂) = 0} .

Die Funktion g beschreibt also die Nebenbedingung, unter der ein x̂ gesucht wird, für das F(x̂) mini-
mal ist.

• L AGRANGE -Multiplikatoren: SeiD ⊂ Rn offen und seienF, g : D → R zwei stetig diff’bare
Abbildungen. Ferner seîx ∈ D ein Punkt, in demF ein lokales Extremum unter der Nebenbe-
dingungg(x̂) = 0 besitzt, d.h. mit der MengeM := {x ∈ D | g(x) = 0 } gilt auf einer Umge-
bungU = Kr(x̂) ⊂ D:

F(x̂) = inf
x∈U∩M

F(x).

Ist dann∇g(x̂) 6= 0, so gibt es einen sog.Lagrange-Multiplikator̂λ ∈ R, so dass:

∇F(x̂) = λ̂ · ∇g(x̂).

Man kann die Aussage dieses Satzes auch so interpretieren, dass jeder lokale Minimalpunkt x̂
der FUnktion F unter der Nebenbedingung g(x̂) = 0 notwendig einen sog. station̈aren Punkt
der Lagrange FunktionL(x, λ) darstellt:

L(x, λ) := F(x) − λg(x), (x, λ) ∈ D× R.
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10.5. Extremwertaufgaben

Das bedeutet, dass für einen solchen Punkt (x̂, λ̂) gilt:

∇L(x̂, λ̂) = ∇F(x̂) − λ̂∇g(x̂) = 0 ⇔ ∇F(x̂) = λ̂∇g(x̂)

Beispiel: Man bestimme das Maximum der Funktion

F(x) := (x1 · ... · xn)2

auf der Spähre S1 =
{
x ∈ Rn

∣∣‖x‖2 = 1
}

. Damit erhält man die Nebenbedingung:

g(x) :=

n∑
i=1

x2
i − 1 = 0.

Da F und g offensichtlich aus Polynomen bestehen, sind sie stetig diff’bar. Ein Minimum und
Maximum wird angenommen, weil die Spähre S1 kompakt ist.
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Für den Gradienten von g gilt: ∇g(x) = 2x 6= 0, x ∈ S1. Damit gelten die Vorraussetzungen
des Satzes über Lagrange-Multiplikatorenauf der ganzen Sphäre S1, also in allen Potenziellen
Extremalpunkten x̂ ∈ S1. D.h. man findet die Punkte x̂ als Lösungen des Gleichungssystems:

∇F(x̂) = λ̂∇g(x̂) ⇔ ∂iF(x̂) = λ̂∂ig(x̂), i = 1, ..., n, x̂ ∈ Rn, λ̂ ∈ R

Diese Gleichungssystem hat für dieses spezielle Problem die Gestalt:

2(x̂1 · ... · x̂n)2

x̂i

= 2λ̂x̂i bzw. (x̂1 · ... · x̂n)2 = λ̂x̂2
i , i = 1, ..., n.

Diese Gleichung besagt, dass:

x̂2
1 = ... = x̂2

n =
1

λ̂
(x̂1·...·x̂n)2 und

n∑
k=1

x̂2
k︸ ︷︷ ︸

=1 (Nebenbed.)

=
n

λ̂
(x̂1·...·x̂n)2 = 1 ⇒ 1

λ̂
(x̂1·...·x̂n)2 =

1

n
.
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10.5. Extremwertaufgaben

Damit erhält man durch Einsetzen der rechten in die linke Gleichung:

x̂2
1 = ... = x̂2

n =
1

n
⇒ x̂i = ±

√
1

n
mit: F(x̂) = ± 1

nn
.
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KAPITEL 11

Kurven- Fl̈achen- und Volumenintegrale

11.1 Inhaltsmessung von Mengen desRn

11.1.1 Grundlagen

Im folgenden soll ein Maß für den Inhalt |M| von Mengen M ⊂ Rn definiert werden. Dieser Inhalt
sollte folgende Eigenschaften aufweisen:

1. Positivität: |M| ≥ 0.

2. Bewegungsinvarianz: |M| = |M ′|, wenn M und M ′ isometrisch (kongruent) sind, d.h. durch
eine abstandserhaltende Transformation wie Verschiebung, Drehung und Spiegelung des Rn

ineinander überführt werden können.

3. Normierung: Der EinheitswürfelW1 = [0, 1]n hat den Inhalt |W1| = 1.

4. Additivität:M ∩N = ∅ ⇒ |M ∪N| = |M| + |N|.

Es ist zu beachten, dass man zwar im R und R2 jeder Menge einen Inhalt mit obigen Eigenschaften
zuordnen kann, die aber schon im R3 nicht mehr unbedingt möglich ist.

• Intervallsummen: Für IntervallsummenS ∈ S mit einer nichẗuberlappenden DarstellungS =
m⋃

k=1

Ik ist der Inhalt erkl̈art durch:

|S| :=

m∑
k=1

|Ik| .

Diese Definition hat offensichtlich folgende Eigenschaften:

– S ⊂ S ′ ⇒ |S| ≤ |S ′|

– |S ∪ S ′| ≤ |S| + |S ′|

– S ∩ S ′ = ∅ ⇒ |S ∪ S ′| = |S| + |S ′|
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11.1. Inhaltsmessung von Mengen desRn

11.1.2 JORDAN-Inhalt

• JORDAN-Inhalt: Für beschr̈ankte (nicht-leere) MengenM ⊂ Rn sind derinnere Inhalt|M|i
und deräußere Inhalt|M|a definiert durch:

|M|i := sup
S∈S,S⊂M

|S| ≤ inf
S∈S,M⊂S

|S| =: |M|a .

Für die leere Menge setzt man|∅|i = |∅|a := 0.
Eine Menge heißtquadrierbar/meßbar im Jordan’schen Sinnemit dem sog.Jordan-Inhalt|M|,
wenn gilt:

|M|i = |M|a =: |M|

• JORDAN-Nullmengen: MengenM ⊂ Rn mit (äußerem) Inhalt|M|a = 0 werdenJordan-
Nullmengengenannt. Man sagt, dass eine Aussagefast überall gilt, wenn sie in allen Punkten,
bis auf diejenigen aus einer Nullmenge gilt.

Für Jordan-Nullmengengilt:

1. Jede Teilmenge einer Nullmenge ist ebenfalls Nullmenge.

2. Jede endliche Vereinigung von Nullmengen ist wieder Nullmenge; insbesondere endliche
MengenM =

{
xi

∣∣i ∈ N
}
⊂ Rn.

3. Jede in einem echten Untervektorraum vonRn enthaltene beschränkte MengeM ⊂ Rn

ist Nullmenge.
Beispiel: 2-dimensionale Flächen haben zwar ein 2-dimensionales Volumen (Flächenin-
halt), aber kein 3-dimensionales.

4. IstM ⊂ Rn kompakt undf : M → R eine stetige Funktion, so ist ihr Graph

G(f) :=
{(
x, f(x)

)
∈ Rn+1

∣∣x ∈M}
eine(n+ 1)-dimensionale Nullmenge.

Endliche Mengen sind Jordan-Nullmengen. Abzählbar unendliche Mengen sind das nicht un-
bedingt.
Ein Beispiel für eine abzählbar unendliche Menge, die Jordan-Nullmenge ist, ist die zu einer
konvergenten Folge (xn)n∈N → x gehörende Menge M := {xn : n ∈ N}. Jede Umgebung von
x enthält zwar unendlich viele Punkte xn ∈ M, aber es gibt (aufgrund der Trennungseigen-
schaft des R) Umgebungen um die xn, die keine weiteren xk 6= xn enthalten. (???)
Da bei der Definition des Jordan-Inhaltes nur endliche Verenigungen von Intervallen zugelas-
sen sind, hat z.B. die abzählbare Menge X = Qn ∩ [0, L]n ⊂ Rn den äußeren Inhalt |X|a = Ln.
Würden auch unendliche Intervallsummen zugelassen, so erhielte man etwa für jede abzählbare
Menge A := {xi : i ∈ N}:
Jeder Punkt xk ∈M liegt für jedes ε > 0 in einem Würfel Ik mit |Ik| = ε2−nk. Mit unendlichen
Vereinigungen gilt also (geometrische Reihe):

|A|a ≤
∞∑

k=1

|Ik| =

∞∑
k=1

ε2−nk =
ε

1− 2−n
.

Damit wäre also auch die oben definierte Menge X Nullmenge, da sie ja abzählbar ist.
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11.1. Inhaltsmessung von Mengen desRn

• Quadrierbarkeit I: Eine beschr̈ankte MengeM ⊂ Rn ist also genau dannquadrierbar, wenn
es zu jedemε > 0 IntervallsummenSε, S

ε ∈ S gibt, mit:

Sε ⊂M ⊂ Sε, |Sε| − |Sε| < ε.

• Quadrierbarkeit II: Eine beschr̈ankte MengeM ⊂ Rn ist genau dannquadrierbar, wenn ihr
Rand∂M Nullmenge ist.

Zum Beweis zeige man, dass |M|i + |∂M|a = |M|a. Also gilt |M|i = |M|a nur im Fall
|∂M|a = 0.

• Lemma über den JORDAN-Inhalt beschränkter Mengen: Für beschr̈ankte MengenM,N ⊂
Rn gilt:

1. M ⊂ N ⇒ |M|a ≤ |N|a , |M|i ≤ |N|i.

2. |M|a =
∣∣M∣∣

a
, |M|i = |M◦|i.

3. |M ∪N|a ≤ |M|a + |N|a.

4. M◦ ∩N◦ = ∅ ⇒ |M ∪N|i ≥ |M|i + |N|i.

5. lim
ε→0

|Uε(M)|a = |M|a.

Die ε-Umgebungen vonM approximieren also den äußeren Inhalt der Menge.

Beispiel für eine nicht-quadrierbare Menge:

M :=
{
x ∈ [0, 1]2 ⊂ R2

∣∣xi ∈ Q, i = 1, 2
}

Dies ist die Menge aller im Einheitsquadrat des R2 enthaltenen Punkte, deren Komponenten in
Q liegen. Man beachte, dass Q dicht in R liegt. Damit erhält man:

|M|a =
∣∣M∣∣

a
=
∣∣[0, 1]2∣∣ = 1, |M|i = |M◦|i = |∅|i = 0 ⇒ M ist nicht quadrierbar.

• Für den Jordan-Inhalt gilt:

1. Ist M quadrierbar, so gilt|M| = |M◦| =
∣∣M∣∣. Insbesondere ist auch jedes beschränkte

offene, oder halboffene Intervall quadrierbar.
Beweis-Idee: Es gilt ∂M = ∂M◦ = ∂M. Damit sind M◦ und M quadrierbar. Daraus
leitet man dann leicht die z.z. Beziehung her.

2. Für quadrierbare MengenM,N ⊂ Rn sind auch VereinigungM supN, SchnittM ∩ N
und DifferenzM\N quadrierbar.
Beweis-Idee: Sei A eine der genannten Mengen. Dann gilt: ∂A ⊂ ∂M ∪ ∂N, da |∂M| =

|∂N| = 0 ist also auch |∂A| = 0 und A damit quadrierbar.

• Eigenschaften des JORDAN-Inhaltes: Für quadrierbare MengenM,N ⊂ Rn gilt:

1. Monotonie:M ⊂ N ⇒ |M| ≤ |N|.

2. Subadditiviẗat: |M supN| ≤ |M| + |N|.

3. Additivität:M◦ ∩N◦ = ∅ ⇒ |M ∪N| = |M| + |N|.

4. M ⊂ N ⇒ |N\M| = |N| − |M|.
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11.1.3 Würfelsummen

Für manche Beweise und zur Anschauung ist es manchmal einfacher statt den Allgemeinen Inter-
vallsummen sog. Würfelsummen aus lauter gleichen Intervallwürfeln zu verwenden. Diese werde in
diesem Abschnitt definiert und ihre Beziehung zum Jordan-Inhalt erläutert.

• Würfel: Die Würfel im Rn mit den Eckpunkten2−k ·p, p ∈ Zn, der Kantenl̈ange2−k und dem
Inhalt2−nk bilden die MendeWk derWürfel k-ter Stufe.

Die Würfel 0-ter Stufe sind gerade die Einheitswürfel. Ihre Kantenlänge ist 2−0 = 1. Ihre
Eckpunkte liegen auf dem ’Gitter’ der Punkte mit Komponenten aus den ganzen (positiven
und negativen) Zahlen in Rn. Diese sind die Punkte p ∈ Zn. Ein Einheitswürfel erstreckt
sich jeweils zwischen zwei benachbarten solcher Punkte. Nach definition sind beliebige Würfel
entweder gleich, oder disjunkt, also:

W1 ∩W2 6= ∅ ⇒ W1 = W2 = W1 ∩W2.

Zur Konstruktion der weiteren Einheitswürfel wird jeweils die Länge der Kanten halbiert. Bei-
spiel:

– W0 := [0, 1]× [0, 1] ∈ W0 über R2. ist der 2-dimensionale Einheitswürfel.

– W1 := [0, 1
2
]× [0, 1

2
] ∈ W1 über R2. Es giltW1 ⊂W0

– W2 := [0, 1
4
]× [0, 1

4
] ∈ W2 über R2. Es giltW2 ⊂W1 ⊂W0

– usw. ad infinitum

• Würfelsummen: Die Vereinigung solcher Ẅurfel heißtWürfelsumme.Für eine beschränkte
MengeM ⊂ Rn setzt man:

Mk :=
⋃

W∈Wk,W⊂M

W und Mk :=
⋃

W∈Wk,W∩M 6=∅

W

Die WürfelsummenMk,M
k sind als spezielle Intervallsummen quadrierbar. Aus dieser Defi-

nition folgt direkt:
Mk ⊂Mk+1 ⊂M ⊂Mk+1 ⊂Mk, k ∈ N.

Für die Inhalte gilt:
|Mk| ≤ |M| ≤

∣∣Mk
∣∣ .

Mk enthält alle Würfel, die ganz in der Menge liegen. Es approximiert also die Menge ’von
innen’. Mk enthält dagegen alle Würfel in denen auch nur ein kleiner Teil der Menge M liegt,
approximiert die Menge also von außen.

• beschr̈ankte Mengen und Würfelsummen: Für beschr̈ankte MengenM ⊂ Rn gilt:

|M|i = lim
k→∞ |Mk| , |M|a = lim

k→∞
∣∣Mk

∣∣ .
11.1.4 Abbildungen von Mengen

Dieser Abschnitt behandelt Bedingungen unter denen die EIgenschaften offenund quadrierbareiner
Menge unter AbbildungenΦ : Rn → Rn erhalten bleiben. Die entscheidende Eigenschaft ist hier die
Lipschitz-Stetigkeit. Einfache Stetigkeit reicht hier nicht aus.
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• SeiD ⊂ Rn (nicht leer) beschränkt undΦ : D → Rn eine Lipschitz-stetige Abbildung mit
Lipschitz-KonstanteL. Dann gilt f̈ur die BildmengeΦ(D):

|Φ(D)|a ≤ α |D|a , α :=
(
L
√
n
)n
.

• SeiD ⊂ Rn (licht leer) offen und quadrierbar. Die AbbildungΦ : D → Rn sein inD L-stetig
und inD regul̈ar (d.h.: stetig diff’bar mit detΦ ′(x) 6= 0).

1. Die BildmengeΦ(D) ist offen und quadrierbar und es gilt:

Φ(D) = Φ(D), ∂Φ(D) ⊂ Φ(∂D).

2. IstΦ in D injektiv, so gilt∂Φ(D) = Φ(∂D). Ferner ist f̈ur jede quadrierbare Teilmenge
A ⊂ D auch die BildmengeΦ(A) quadrierbar.

• SeiD ⊂ Rn nicht leer undΦ : D → Rn eine L-stetige Abbildung. Dann besitztΦ eine L-
stetige Fortsetzungφ : D → Rn mit Φ

∣∣
D

= Φ.
Damit ist der letzte Satz auch anwendbar, wenn Φ nur auf D definiert ist und dort L-stetig.

• affin-lineare Abbildungen und Quadrierbarkeit: Es seiD ⊂ Rn eine quadrierbare Menge,
A ⊂ Rn×n einen× n-Matrix undb ∈ Rn ein Vektor. Dann ist auch die BildmengeΦ(D) der
wie folgt definierten affin-linearen Abbildung quadrierbar:

Φ(x) := Ax+ b

Es gilt:
|Φ(D)| = |detA| · |D| .

Bemerkungen zum Beweis: Jede Matrix reguläreA hat eine DarstellungA = Q1ΛQ2, mit or-
thonormalen Matrizen Q1,Q2 und einer Diagonalmatrix Λ, deren Diagonalelemente λ1, ..., λn

sind. Damit gilt:
|detA| = |det(Q1ΛQ2)| = |detΛ| = |λ1 · ... · λn| .

Nun sind orthonormale Abbildungen abstandserhaltend. Eine Kugel K(0) wird also wieder auf
sich selbst abgebildet. Für den hier betrachteten Fall erhält man also:

|Φ(K)| = |Q1λQ2(K)| = |DQ2(K)| = |λ1 · ... · λn| · |Q2(K)| = |λ1 · ... · λn| · |K| = |detA| · |K|

Für den letzten Schritt wurde benutzt, dass eine Digonalmatrix nur eine Streckung/Stauchung
entlang der Koordinatenachsen beschreibt.

• Bewegungsinvarianz:Der Jordan-Inhalt ist bewegungsinvariant, d.h. jede affin-lineare Ab-
bildung der FormΦ(x) = Qx + b mit einer orthonormalen MatrixQ ∈ Rn×n und einem
Vektor b ∈ Rn führt quadrierbare Mengen in quadrierbare Mengenüber und l̈aßt den Inhalt
unver̈andert.

11.2 Das RIEMANN -Integral im Rn

Im folgenden wird das n-dimensionale Riemann-Integral von Funtionen f : D → R eingeführt. Für
den Definitionsbereich gilt dabei:D ⊂ Rn ist eine beliebige, nicht-leere und beschränkte, quadrierba-
re Menge. Viele der Definitionen und Begriffe haben eine direkte Entsprechung im 1-dimensionalen
Fall.
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11.2.1 Definition und Grundlagen

• Zerlegung: SeiD ⊂ Rn eine beliebige nicht-leere und beschränkte, quadrierbare Menge. Eine
endliche ZerlegungZ = {Bi, i = 1, ...,m} der MengeD in quadrierbare TeilmengenBi ⊂M
hat die Eigenschaften:

D =

m⋃
i=1

Bi, B◦i ∩ B◦j = ∅, i 6= j.

Die Durchschnitte dürfen also höchstens Nullmengen sein.
Die Menge aller solcher Zerlegungen vonD nennt manZ(D). Die Feinheit|Z| einer Zerlegung
Z = {Bi} ∈ Z(D) definiert man durch den Durchmesser des größten Elementes der Zerlegung:

|Z| := max
Bi∈Z

(
diam(Bi)

Eine VerfeinerungZ ′ ∈ Z(D) einer ZerlegungZ ∈ Z(D) (in ZeichenD ′ ⊂ D) ist eine
Zerlegung, in der alleB ′j Teilmengen gewisserBi ∈ Z sind, die also vollständig in Z liegt, aber
evtl. weniger ’Raum abdeckt’.

• Ober- und Untersumme: Sei f : D → R eine beschr̈ankte Funktion mit dem wie oben defi-
nierten DefinitionsbereichD ⊂ Rn. Zu einer ZerlegungZ ∈ Z(D) definiert man die zgeḧorige
Ober- und Untersumme:

SZ(f) :=

m∑
i=1

inf
x∈Bi

(
f(x)

)
· |Bi| , SZ(f) :=

m∑
i=1

sup
x∈Bi

(
f(x)

)
· |Bi|

Für eine ZerlegungZmit VerfeinerungZ ′ ⊂ Z gilt dann:

SZ(f) ≤ SZ ′(f), SZ ′(f) ≤ SZ(f)

• Ober- und Unterintegral: Man definiert dannOber- und Unterintegralmit den Bezeichnungen
aus den ersten zwei Punkten:

J(f) =

∫
D

f(x)dx := sup
Z∈Z(D)

SZ, J(f) =

∫
D

f(x)dx := inf
Z∈Z(D)

SZ

Es folgt direkt aus dieser Definition:

J(f) ≤ J(f), J(f) = −J(−f)

• RIEMANN -Integral im Rn: SeiD ⊂ Rn quadrierbar. Sind f̈ur eine beschränkte Funktion
f : D → R ihr Ober- und Unterintegral gleich, so heißt der gemeinsame Wert dasRiemann-
Integralvon f überD: ∫

D

f(x)dx := J(f) = J(f) = J(f).

Die Funktionf heißt damitRiemann-integrierbar.Die Menge der Riemann-integrierbaren Funk-
tionenüberD wird mit R(D) bezeichnet.

• RIEMANN ’sches Integrabilitätskriterium: SeiD ⊂ Rn quadrierbar undf : D → R eine
beschr̈ankte Funktion.f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn es zu jedemε > 0 eine
ZerlegungZε ∈ Z(D) gibt, mit:

SZε(f) − SZε
(f) < ε.
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• RIEMANN -Summen: SeiD ⊂ Rn quadrierbar undf : D → R eine beschr̈ankte Funktion.
Dann konvergiert f̈ur jede Folge von ZerlegungenZk ∈ Z(D) mit |Zk| → 0 (k → ∞):

SZk
(f) → J(f), SZk

(f) → J(f) (k → ∞).

Es ist f R-integrierbar genau dann, wenn für jede Folge von ZerlegungenZk ∈ Z(D) mit
|Zk| → 0 (k → ∞) alle zugeḧorigen Riemann-Summen gegen den selben Limes konvergieren.
Dieser ist dann gerade das R-Integral vonf überD:

RSZk
(f) → J(f) =

∫
D

f(x)dx (k → ∞).

• Eigenschaften des RIEMANN -Integrals: SeiD ⊂ Rn quadrierbar. Das R-IntegralüberD
besitzt die Eigenschaften:

1. Eine R-integrierbare Funktionf ist auch auf jeder quadrierbaren Teilmenge vonD R-
integrierbar.

2. Linearität: Für f, g ∈ R(D) undα,β ∈ R istαf+ βg ∈ R(D) und es gilt:

J(αf+ βg) = αJ(f) + βJ(g).

3. Monotonie:Für f, g ∈ R(D) folgt ausf(x) > g(x), x ∈ D:

J(f) ≥ J(g).

4. IstD = D1 ∪D2 mit zwei quadrierbaren MengenD◦
1 ∩D◦

2 = ∅, so gilt

JD(f) = JD1
(f) + JD2

(f).

Die Aussagen 3,4 gelten auch für Ober- und Untersummen.

Ist eine Funktionf integrierbarüberD mit m ≤ f(x) ≤ M,x ∈ D undϕ : [m,M] → R
eine L-stetige Funktion, so ist auch die Kompositionϕ ◦ f integrierbar. Desweiteren sind dann
integrierbar:

|f| , f+, f−, fg, max{f, g}, min{f, g}.

Im Falle inf
x∈D

f(x) > 0 ist auch1/f integrierbar.

• Integrierbarkeit der charakteristischen Funktion: SeienA ⊂ D ⊂ Rn quadrierbare Men-
gen. Dann ist die charakteristische FunktionχA der MengeA überD integrierbar und es gilt:∫

D

χA(x)dx = |A| .

• JORDAN-NULLMENGEN und Integrierbarkeit: Auf einer Jordan-NullmengeN ⊂ Rn ist
jede beschr̈ankte Funktionf : N → R integrierbar und es gilt:∫

N

f(x)dx = 0.

SeiD ⊂ Rn quadrierbar undf : D → R beschr̈ankt. Dann istf entweder̈uber alle drei Mengen
D◦ ⊂ D ⊂ D integrierbar, oder̈uber keine von diesen. Im ersteren Fall gilt:∫

D

f(x)dx =

∫
D◦
f(x)dx =

∫
D

f(x)dx.
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• RIEMANN -Integrierbarkeit stetiger Funktionen: SeiD ⊂ Rn quadrierbar undf : D → R
beschr̈ankt und inD fastüberall stetig, d.h.̈uberall, bis auf eine NullmengeN ⊂ D. Dann istf
integrierbarüberD. Insbesondere folgt ausf ∈ C(D) und sup

x∈D

|f(x)| < ∞ die Integrierbarkeit

von f.

• Dreiecksungleichung:SeiD ⊂ Rn quadrierbar undf integrierbar̈uberD. Es gilt:∣∣∣∣∫
D

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
D

|f(x)|dx.

11.2.2 Schranken- und Mittelwerts̈atze

• Schrankensatz:SeiD ⊂ Rn quadrierbar. Istf integrierbar̈uberD und istm ≤ f(x) ≤M,x ∈
D, so gilt:

m · |D| ≤
∫

D

f(x)dx ≤M · |D| .

Allgemeiner gilt f̈ur f, g integrierbar̈uberD mit g ≥ 0:

m ·
∫

D

g(x)dx ≤
∫

D

f(x)g(x)dx ≤M ·
∫

D

g(x)dx.

Die erste Beziehung folgt mit der speziellenGewichtsfunktiong(x) = 1.

• Mittelwertsatz: SeiD ⊂ Rn quadrierbar undf aufD integrierbar. Dann gibt es eine Zahl
µ ∈ R mit inf

x∈D
f(x) ≤ µ ≤ sup

x∈D

f(x), so dass:

∫
D

f(x)dx = µ |D| .

Ist dar̈uberhnausD kompakt und zusammenhängend und istf stetig, so gibt es einξ ∈ D mit
µ = f(ξ).

11.2.3 Zusammenhang zwischen RIEMANN -Integral und J ORDAN-Inhalt

• Ordinatenmenge/Normalbereich: SeiD ⊂ Rn quadrierbar undf : D → R eine nicht-
negative Funktion. Dann ist die zugehörigeOrdinatenmengedefiniert als:

M(f) :=
{
(x, t) ∈ Rn+1

∣∣x ∈ D, 0 ≤ t ≤ f(x)}.
Für Funktionen f : D ⊂ R → R entspricht dies der Fläche unter dem Funktionsgraphen.

Allgemeiner definiert man für zwei Funktionenf, g : D → R mit f ≥ g den sog.Normalbe-
reich:

M(f, g) :=
{
(x, t) ∈ Rn+1

∣∣x ∈ D,g(x) ≤ t ≤ f(x)}.
Für Funktionen f, g : D ⊂ R → R entspricht dies der Fläche zwischen den Funktionsgraphen.

• SeiD ⊂ Rn quadrierbar undf, g : D → R beschr̈ankt und integrierbar mitf ≥ g. Dann ist der
NormalbereichM(f, g) ⊂ Rn+1 in Rn+1 quadrierbar mit:

|M(f, g)| =

∫
D

(
f(x) − g(x)

)
dx.
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Speziell gilt f̈ur f ≥ 0:
|M(f)| =

∫
D

f(x) dx.

Dies impliziert auch, dass der GraphG(f) einer integrierbaren Funktionf : D → R eine
Jordan-Nullmenge inRn+1 ist.

11.2.4 Vertauschung von Grenzprozessen

• SeiD ⊂ Rn quadrierbar und(fk)k∈N eine Folge von̈uberD integrierbaren Funktionenfk,
welche gleichm̈aßig gegen eine Funktionf : D → R konvergiert. Dann ist auchf integrierbar
und es gilt: ∫

D

f(x)dx =

∫
D

lim
k→∞ fk(x)dx = lim

k→∞
∫

D

fk(x)dx.

• SeiD ⊂ Rn quadrierbar und(fk)k∈N eine Folge von̈uberD integrierbaren Funktionenfk, für
welche die Reihe

f(x) :=

∞∑
k=1

fk(x)

aufD gleichm̈aßig konvergiert. Dann ist auchf integrierbar aufD und es gilt:∫
D

f(x)dx =

∫
D

∞∑
k=1

fk(x)dx =

∞∑
k=1

∫
D

fk(x)dx

11.2.5 Satz von FUBINI

• Satz von FUBINI : SeienIx ⊂ Rn und Iy ⊂ Rm kompakte Intervalle mit dem kartesischen
ProduktI = Ix × Iy ⊂ Rn+m und f eine aufI integrierbare Funktion. Ferner seien für jedes
festey ∈ Iy undx ∈ Ix die Funktionenf(·, y) bzw. f(x, ·) integrierbarüberIx bzw. Iy. Dann
sind auch die Funktionen

Fx(y) :=

∫
Ix

f(x, y)dx, Fy(x) :=

∫
Iy

f(x, y)dy

integrierbar̈uberIy bzw.Ix und es gilt:∫
I

f(x, y)d(x, y) =

∫
Iy

(∫
Ix

f(x, y)dx

)
dy =

∫
Ix

(∫
Iy

f(x, y)dy

)
dx.

Die Aussage dieses Satzes gilt natürlich auch für die Zerlegung in mehr als zwei kompakte
Intervalle. Die Integrationsreihenfolge kann dann beliebig vertauscht werden.
Zur Anwendung des Satzes auf allgemeine DefinitionsbereicheD auf denen f stetig ist, wirdD
in ein Intervall I = Ix × Iy eingebettet und außerhalb von D durch 0 fortgesetzt:

f̂(x, y) :=

{
f(x, y), (x, y) ∈ D
0, (x, y) ∈ I\D

. ⇒ ∫
D

f(x, y)d(x, y) =

∫
Ix×Iy

f̂(x, y)d(x, y)
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11.2.6 Integraltransformationen

• Eindimensionaler Fall: Ein Intervall I = [a, b] ⊂ R werde durch ein Funktionϕ auf ein
Intervallϕ(I) = [α,β] ⊂ R abgebildet, wobeiϕ(a) = α,ϕ(b) = β gelte. Istϕ stetig diff’bar
und monoton wachsend/fallend (d.h.ϕ ′ > 0/ϕ ′ < 0), so gilt für jedeüberϕ(I) integrierbare
Funktionf : ϕ(I) → R die Transformationsformel:∫β

α

f(y)dy = ±
∫ϕ(b)

ϕ(a)

f(y)dy =

∫b

a

f(ϕ(x))(±ϕ ′(x))dx.

Insgesamt gilt dann also fürϕ ′(x) 6= 0:∫
ϕ(I)

f(y)dy :=

∫β

α

f(y)dy =

∫b

a

f(ϕ(x)) |ϕ ′(x)|dx.

Für affin-lineare Abbildungenϕ(x) = ax+ b gilt also:dy = |ϕ ′(x)|dx = |a|dx.

• Transformationssatz: Die MengeD ⊂ Rn sei offen und quadrierbar und die FunktionΦ :

D → Rn stetig diff’bar, injektiv und Lipschitz-stetig. Dann ist die MengeΦ(D) quadrierbar
und für jede Funktion̈uberΦ(D) integrierbaref ist die Funktion

F := f(Φ(·)) · | detΦ ′(·)| : D → R

integrierbar. F̈ur jede quadrierbare TeilmengeM ⊂ D gilt die Substitutionsregel∫
Φ(M)

f(y)dy =

∫
M

f
(
Φ(x)

)
·
∣∣detΦ ′(x)

∣∣ · dx.
• SeiD ⊂ Rn offen und quadrierbar undΦ : D → Rn eine stetig diff’bare, Lipschitz-stetige

Abbildung. F̈ur jede quadrierbare TeilmengeM ⊂ D gilt dann:

|Φ(M)|a ≤
∫

M

|detΦ ′(x)|dx.

• Standard-Koordinatensysteme:

1. ebene Polarkoordinaten:(x, y) = Φ(r, θ) := (r cosθ, r sinθ)⇒ | detJΦ(r, θ)| =

∣∣∣∣ cosθ r sinθ
− sinθ r cosθ

∣∣∣∣ = r⇒ d(x, y) = r dr dθ.

2. Zylinderkoordinaten:(x, y, z) = Φ(r, θ, z) := (r cosθ, r sinθ, z)⇒ d(x, y, z) = r dr dθ dz.

3. Kugelkoordinaten:(x, y, z) = Φ(r, θ,ϕ) := (r cosθ sinϕ, r sinθ sinϕ, r cosϕ)⇒ d(x, y, z) = r2 sinϕ dr dθ dϕ.

• Rotationskörper: Das Volumen|Dϕ| des Rotationsk̈orpers inR3 mit der Randkurvex =

ϕ(z), z ∈ [a, b] ist bestimmt durch:

|Dϕ| = π

∫b

a

ϕ(z)2dz.
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• Kugelvolumen: Das Volumen der Einheitskugel desRn

K
(n)
1 (0) =

{
x ∈ Rn

∣∣‖x‖2 < 1
}

ist gegeben durch die folgenden Formeln für geradesn = 2m bzw. ungeradesn = 2m+ 1:

|K
(n)
1 (0)| =

πm

m!
, |K

(n)
1 (0)| =

2m+1πm

1 · 3 · 5 · ... · (2m+ 1)
.

Die Volumen der Kugeln scheinen mit steigender Dimension anzusteigen. Dies ist aber ein
Trugschluss. Obige Formeln zeigen, dass |K

(n)
1 (0) → 0 (k → ∞). Die Volumina der Würfel

[−1, 1]n ⊂ Rn, mit 2n gegen unendlich gehen. Diese Volumina entsprechen den Volumina der
Einheitskugeln bzgl. der Maximumsnorm!

11.2.7 Uneigentliches RIEMANN -Integral

• Ausscḧopfende Folgen von Mengen:Für eine MengeM ⊂ Rn heißt eine monoton wachsende
Folge(Mk)k∈N von quadrierbaren TeilmengenMk ⊂M ausscḧopfend, wenn f̈ur jeder-Kugel
Kr(0) :=

{
x ∈ Rn

∣∣‖x‖2 < r
}

gilt:

lim
k→∞

∣∣(M ∩ Kr(0)
)
\Mk

∣∣
a

= 0.

• uneigentliches RIEMANN -Integral: SeiD ⊂ Rn eine beliebige Menge (nicht notwendig be-
schr̈ankt). Eine Funktionf : D → R heißt überD uneigentlich integrierbar, wenn mit der
Notation

Qf :=
{
M ⊂ D

∣∣M quadrierbar undf integrierbar̈uberM
}

gilt: ∫
M

|f(x)|dx ≤ γ, M ∈ Qf,

und wenn es eine bzgl.D ausscḧopfende Folge von MengenDk ⊂ Qf gibt mit∫
D

f(x)dx := lim
k→∞

∫
Dk

f(x)dx.

Der Limes heißt dann dasuneigentliche Riemann-Integralvon f überD.

• SeiD ⊂ Rn eine beliebige Menge undf : D → R uneigentlich integrierbar. Dann ist für jede
ausscḧopfende Folge(Dk)k∈N ∫

D

f(x)dx = lim
k→∞

∫
Dk

f(x)dx.

D.h. das uneigentliche Integral ist unabhängig von der geẅahlten ausscḧopfenden Folge.

11.3 Parameterabḧangige Integrale

Im folgenden werden parameterabhängige Integrale der folgenden Form betrachtet:

F(x) :=

∫
Dy

f(x, y)dy, x ∈ Dx
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• SeienDx ⊂ Rm, Dy ⊂ Rn quadrierbar undDy kompakt. Dann gilt:

1. Ist f in Dx ×Dy stetig, so istF in Dx stetig.

2. IstDx offen und sindf und∇xf stetig inDx × Dy, so istF in Dx stetig partiell diff’bar
und es gilt:

∇F(x) =

∫
Dy

∇xf(x, y)dy, x ∈ Dx.

3. IstDx offen und istf inDx×Dy k-mal stetig partiell diff’bar bzgl.x, so istF k-mal stetig
partiell diff’bar inDx.

• Rotationsfreiheit von Gradientenfeldern:Eine auf einer offenen KugelD ⊂ R3 stetig diff’bare
Vektorfunktionv : B → Rn ist genau dann Gradient einer stetig diff’baren Funktionf : B → R,
d.h.v = ∇f, wenn∇× v = 0 gilt. D.h. es gilt:

rot
(
gradf(x)

)
= 0 ⇔ f ist zweimal stetig diff’bar.
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