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KAPITEL 1

Grundlagen

1.1 Mathematische Symbole und grundlegende Definitionen

1, k=1
6k112
0, k#1

e L ANDAU-SymboleO(-), o(-): Seienf, g komplexe Funktionen in einer Umgebung voiia =
oo ist erlaubt!), so schreibt man:

e KRONECKER-Symbol dy;:

f(x) =0(g(x)) furx — a, falls: lena% =A#0, A =const
und:
f(x) =o(g(x)) furx — a, falls:  lim M =0.
x—a g(x)

Anschaulich bedeutet 0(g), dass die Funktion f fiir x — a schneller gegen 0, als die Funktion

g.
Die Schreibweise O(g) bedeutet anschaulich, dass sich die Funktion f, wie die Funktion g v
erhilt.

Als Beispiel I betrachte man etwa den Grenzﬁbergang X — 00, also das asymptotische Ver-
1

halten einer Funktion. Dann ist f(x) := —2 = 0( ) da lim == = lim )1( = 0. Allerdings ist
X—00 X X—00
umgekehrt f(x) := 1 # 0(), da IIm —x)] lim x = co. Die Funktion 2% fillt also schneller
X— 00

gegen 0, als )1( .

Beispiel II: Nun betrachte man die Funktion f(x) = Sinx bei Anniherung an den Nullpunkt
x — 0. Afgrund der folgenden Beziehung gilt dort Sinx = O(x), also verhilt sich der Sinus
am Nullounkt, wie die Funktion g(x) = x.

jim 31X 1 0,

x—0 X
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1.2.Aquivalenzrelationen und -klassen

e charakteristische Funktion: Sei D irgendeine Menge. Zu jeder Menge kann man eiha-
rakteristische Funktioyp definieren:

_J1, xeD
X0 =30 x¢D

Die partielle charakteristische Funktiast 1 fur allex € D und undefiniert sonst.

1.2 Aquivalenzrelationen und -klassen

e Definition: Aquivalenzrelationen und -klassen:
Eine Aquivalenzrelation auf einer Menga ist eine Beziehung zwischen zwei Elementen
a,b € A mit den Eigenschaften:

1. a ~ a (Reflexivitat)
2.a~b = b~ a(Symmetrie)
3.a~b, b~c = a~ c(Transitivitat)

Eine Aquivalenzklasséa] ist definiert als die Menge:

[a :={x e Alx ~ a}

e Satz:Jede Menge zéiflt vollstandig in disjunkteAquivalenzklassen.

1.3 Normen

e Definition:
SeiV ein Vektorraum. Eine Norrj-|| : V — R ist eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften
(x,y€eV; xeR):
1. ||x|| > 0und|x|| =0 & x = 0 (Definitheit)
2. |ax|| = led - ||x|| (Homogeniat)
3. Ix+yll < |Ix|| + |lu|| (Dreiecksungleichung)

Ein PaarnV, || - ||) wird normierter Raum genannt

e Normaquivalenz: Auf einem _endlich dimensionalevektorraumK™ sind alle Normeraqui-
valentzur euklidischen Norm, d.h.:
Zu jeder Norm|| - || gibt es positive Konstantem, M > 0, mit denen gilt:

m x|, < fIx]l < M x|,

Als Beispiel dafiir, dass die Normiquivalenz auf unendlich dimensionalen Vektorrdumen nicht
mehr gilt kann dienen: Wiéren alle Normen auf C[a, b] dquivalent, so miisste dieser Raum so-
wohl bzgl. der Maximumsnorm, als auch bzgl. der L>-Norm vollstindig sein. Somit wiirden
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1.3. Normen

alle konvergenten Folgen von Funktionen f,, — f gegen stetige Funktionen f € C[a,b] kon-
vergieren. Man betrachte die Funktionenfolge g,(x) := x™, die bzgl. der L*>-Norm auf C[0, 1]
gegen die folgende Funktion konvergiert:

(x) = 0 x<1
9=V x=1

Die obige Funktion f ist aber sicher nicht stetig, also g ¢ C[0, 1]. Damit ist die Folge zwar kon-
vergent, ihr Limes liegt aber nicht im Raum und C[0, 1] ist bzgl. dieser Norm nicht vollstindig.

e Beispiele fir Normen auf dem K™:

— euklidische Normjjx|, == [ 3 Ixil*
i=1

— Maximums-Norm{|x|| _ := ,rpax [xi
1= n

.....

n
— Li-Norm: ||x||; := X_ Ixi|”
i=1

1
n v
— L-Norm: ||x||,, := (Z !xilp>
i=1
e wichtige Ungleichungen:

= [lxll = [hll] < lIx =l
— BERNOULLI 'sche Ungleichung Fur a € Runda > —1 gilt fur beliebigesr € N:

(T+a)">1+na

— YOUNG'sche Ungleichung:Firp,qg e Rmit1 < p,q <ocoundl1/p+1/q =1 gilt:

x|P q
|xy|§u+g, x,y € K
P q

— HOLDER'sche Ungleichung:Fir das euklidische Skalarprodukt giltrfbeliebigep, q €
Rmitl <p,g<ocoundl/p+1/q=1:

|(X>y)2‘ S ||X||p : ||y||q> X,y € Kn

Diese Ungleichung gilt auch im Grenzfgll= 1, q = co.

— MINKOWSKI 'sche Ungleichung:Fur beliebigep € Rmit1 < p < oo sowie irp = oo
gilt:
x+yll, < [xll, +lvll,,  *xyeK"

e Abstand/Metrik: SeiX irgend eine Menge. Eine Abbildungy-,-) : X x X — R heil3tMe-
trik/Abstand(auf X), wenn folgende Bedingungen @lit sind:
M1 Definitheit:d(x,y) >0, d(x,y)=0 & x=vy
M2 Symmetried(x,y) = d(y, x)
M3 Dreiecksungleichungd(x,y) < d(x,z) + d(z,y)
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1.4. Matritzen und Matrixnormen

Das PaartX, d) wird metrischer Raum genannt.

e Abstand zu einer Menge:SeiM C R" eine Menge. Man definiert dann den Abstand eines
Punktex € R™ zu M mit Hilfe der Metrik d(a, b) als:

dist(x, M) :=inf{d(x,m) e Rjm € M }.

dist(x, M) ist also der kleinste Abstand, varzu einem Punkin € M der Menge.

1.4 Matritzen und Matrixnormen

e Matrixnormen: Da man den Raum K™™ der n x n-Matrizen mit dem K" identifizieren kann,
so kann man auch Normen fiir Matrizen definieren, fiir die alle gewohnlichen Normeigenschat-
ten gelten; insbesondere auch die Normaquivalenz auf K™ ™. Der Begriff der Konvergenz wird
dann komponentenweise erklirt.

Naturliche Matrixnorm: Fur eine beliebige Vektornornf|| auf K™ wird durch folgende Set-
zung eine Matrixnorm erklrt:

| Ax]]
|All := sup = sup |Ax]|
xekm\(oy X[ xern x =1

Fur solchenatirlich erzeugte Matrixnormen gilt:
1 |[Eall =1
2. IAx] < JIAlL - Xl xe KT, A e K™
~—~— ~— =~

Matrixnorm Matrixnorm Vektornorm

3. [|AB]| < [IA[l-[IB], A,BecK™"

Nicht jede Matrisnorm ist auchatirlich. Fur die FROBENIUS-Norm gelten nur die obigen
Eigenschaften 1 und 2. Zalich gilt ||E,,||; = v/n. Sie ist definiert durch:

[Allf =

Naturliche Matrizennormen: Die natirlichen Matrizennormen zur Maximumsoifyj| _ und
zurly-Norm |-||, sind die sogMaximale-Zeilensummen-Normd dieMaximale-Spaltensummen-
Norm

n
1Al = ggg; laji

n

[All = max > _lax

j=1
e Spektralnorm: Fir hermite’sche MatrizenA = *A) gilt fur die Spektralnorn|-||,:

|All, = max{[Al, A EigenwertvorA}
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1.4. Matritzen und Matrixnormen

Fur allgemeine Matrize® € K™*™ gilt:
B, = max{\/|7\|, A Eigenwert voerA}

Zur Motivation der Spektralnorm: Sei w # 0 eine normierter Eigenvektor zum Eigenwert A der
Matrix A € K™™, also:
wl| =1  und A-w=2Aw.

Damit erhélt man folgende Abschéitzung:
Al = AL ]l = lA-wil < [[A] - lwl]] = [IA]]-

Das bedeutet, dass alle Eigenwerte auf einer Kreisscheibe um den Nullpunkt in C liegen. Der
Radius ist gerade |A||. Damit erhélt man:

Jmax Al < [|A]| -
e spezielle Matritzen auskK™™:
1. HERMITE'sche MatritzenEine MatrixA € K™™ heil3t hermite’sch, wenn gilt:
A= ‘A
— FUr hermite’sche Matritzen hat die Spektralnorm die spezielle Gestalt:
|All, = max{|Al, A Eigenwert vorA}

— Alle Eigenwerte einer hermite’schen Matrix sind reell.

— Zu jeder hermite’schen Matrid € K™*™ gibt es eine Orthonormalbasis v, die
aus Eigenvektoren voA besteht. Aul3erdem gibt es eine @ng MatrixS € K™*m
mit der gilt A+, ..., A, € R Eigenwerte vorA):

A 0
STTAS = 'SAS =
0 An

2. orthogonale MatritzenEine Matrix A € K™™ heifl3t orthogonal, wenn ihre Spaltenvek-
toren ein Orthogonalensystem bilden. Es gilt:

A=A,

— Fur alle Eigenwertd; € C gilt: [A;] = 1.
3. unitare Matritzen:Eine MatrixQ € K™™ heil3t unitr, wenn gilt:

Q'=Q

— Fur alle Eigenwertd; € C gilt: [A;] = 1.

© 2004 by Jan Krieger jén@jkrieger.de ) -8-—



1.5. Intervallschachtelungen

— Zu jeder uniéren MatrixQ € K™ ™ gibt es eine unére MatrixS € K™", so dass
(A1, ..., An € R Eigenwerte vorA):

A 0
S'QS = SQS =
0 An

Die Matrix S besteht aus einer Basis von Eigenvektoren.
— unitare MatritzenQ, Q4, Q, € K™ ™ sind insbesondere regul(voller Rang) und es
gilt:
QX[ = IRl = Q=1
(Qx,Qu), = (x,y),, xyeK"

o Positiv Definit fir Matrizen: Eine MatrixA € K™™ heifl3tpositiv definif wenn gilt:
(Ax,x)2 € R, (Ax,x)2>0 Vx e KM\{0}

Eine hermite’sche Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle ihre (reellen) Eigenwerte
positiv sind.

e Storungssatz:Die Matrix B € K™™ habe die Norm||B|| < 1. Dann ist die Matrixt,, + B

reguBr und es qilt:
1

E.+B)7 <
I B < 7

e SeiA € K™™ regulir undB € K™™ mit ||[A~'B|| < 1. Dann ist auctA + B regufr

1.5 Intervallschachtelungen

e Definition:
Eine Intervallschatelung ist eine Folge von (abgeschlossenen) Interallena,,, b,,] mit:
1. I,,CI,
2. Zu jedeme > 0 gibt es ein Intervall,, mit Langelb,, — a,| < €.

¢ Intervallschachtelungseigenschatft:
Zu jeder Intervallschachtelung in R gibteseina e Rmit. a € I,, Y/n e N

e Trennungseigenschaft de®:
Zu zwei TeilmengerA,B C Rmit. a < b, VYa € A, b € Bgibteseins € R, dassa undB
trennt,d.ha <s<b, VaeA, beB.
Die Trennungeigenschatft ist zur Vobistdigkeit vonR aquivalent

1.6 Eigenschaften von Teilmengen dd€ und desK™

Durchmesser einer Mengefur Eine MengeM C K™ ist ihr Durchmesser definiert als:

diamM) == sup{[lx —yll,, x,y € M].
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1.6. Eigenschaften von Teilmengen désind desk™

e-Umgebungen/Kugelumgebung eines Punkteg&ine Epsilonumgebuny.(x,) fur einxy €
D ¢ K™ mit dem Radiugs > 0 ist definiert, als die offene Kreisscheibe:

Uc(xo) = Ke(xo) == {x € D||lx — xo|| < €}

e-Umgebung einer Menge:Als offenee-Umgebungeiner MengeM C R™ bezeichnet man
die Menge:
Uc(M) := {x € R"[dist(x,M) < e}.

Satz zu UmgebungenEs gilt:

1. Jede Obermenge einer Umgebung woa K™ ist eine Umgebung von.
2. Der Durchschnitt zweier Umgebungen vare K™ ist ebenfalls eine Umgeung van

3. HAUSDORFF'sche TrennungseigenschaftZu je zwei verschiedenen Punktenb € K™
existieren disjunkte Umgebungen.

beschiankte Mengen:
Eine MengeM C K heil3tbeschénkt wenn es eine ZafR > 0 gibt, sodassz| < R fur fast
allez € M.

Eine MengeM C K™ heil3tbeschénkt wenn es eine Kugelumgebuikg(0) des Nullpunktes
gibt, die alle Elemente der Menge eéath

offene Mengen:
Eine Menge heil3®ffen wenn es zu jedem € O eine Kugelumgebun$.(a) gibt, die inO
enthalten ist.

Dies bedeutet, dass es keine sog. Randpunkte gibt, deren Kugelumgebungen zum Teil in O und
zum Teil imKomplement von O liegen.

Lemma: Der Durchschnitt endlich vieler und die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen
ist offen.

e abgeschlossene Mengen:
Eine MengeM C K™ heildtabgeschlossenvenn sie die Granzwerte aller konvergenten Folgen
(an)neny Mit a,, € M enthalt. Auch die leere Menge heil’t abgeschlossen.

Eine weitere Definition ist: Eine Mengk C K™ heil3tabgeschlossemwenn ihr Komplement
A°¢ .= K™\A offen ist.

Beispiele:Die folgenden Mengen sind abgeschlossen:

1. die berandete Kreisscheibe mit dem Radiusn a: K.(a) := {z € C"|||z— a| < r}
2. Das CaNTOR’sche Diskontinuum ist abgeschlossen, und sogar kompakt.

3. Gegenbeispiel ist nicht abgeschlossen, da z.B. die Folge = (1 + 1)2 € Q gegen

n

die Eueler'sche Zahd konvergiert unce ¢ Q. Damit gibt es Folgen ifQ deren Grenzwert
nicht inQ liegt.
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1.6. Eigenschaften von Teilmengen désind desk™

Die Mengeno und K™ sind zugleich offen und abgeschlossen.
Die diskrete Mengg 1, n € N} ist weder offen noch abgeschlossen.

Lemma: Die Vereinigung endlich vieler und der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener
Mengen ist abgeschlossen.

e Rand einer Menge:Ein Punkta € K™ heilitRandpunkeiner MengeM C K™, wenn jede
Umgebung voru Punkte sowohl ausi, als auch aus dem Komplemevit® := K™\ M entralt.

Die Menge aller Randpunkte ai¥$ wir mit oM bezeichnet. Aus Symmetriggrden giltoM =
0(M¢). Jeder Randpunkt vaml ist also zugleich Limes von Punktfolgenit und M€,

Der Rand einer jeden Mengd C K" ist abgeschlossen.

o offener Kern von Mengen: Fiur eine MengeM C K™ ist deroffene Kern oder dagnnere
definiert als:
M? := M\OM.

Es gilt: Die MengeM© ist offen. Jede offene Teilmeng& C M ist in M° enthalten.
Das InnereVl° einer MengeM C K™ ist die giol3te offene Menge, die i liegt.

e Anschluss einer Menge: o
Der Abschluss einer Mengel C K wird mit M bezeichnet und ist folgendermalen definiert:

M= {xeK‘EI(an)neN,ane M: x = lim an}

n—oo

Fur MengenM C K™ ist derAbschlussbzw. dieabgeschlosseneiiie definiert als:
M:=MUM

Es gilt: M ist abgeschlossen. Jede abgeschlossene Mengit M C A entralt M.
Der AbschlussM ist die kleineste abgeschlossene MengeMienthalt.

Beispiele: Der Rand von Q™ in K™ ist der ganze K". Der Rand von K™ ist leer. Der Rand der
Kugelumgebung K..(0) ist: 90K, (0) := {x € K™[||[x — 0]|, =1}

e Eine MengeO C K™ ist genau danoffen wenn sie keinen ihrer Randpunkte &flth
e Eine MengeA C K™ ist genau danabgeschlossenvenn sie alle ihnre Randpunkte eath

e kompakte Mengen: Eine MengeM C K heil3tkompakt wenn sie abgeschlossen und be-
schéankt ist. Auch die leere Menge heil3t kompakt.

Eine MengeM < K" hei3t kompakt(bzw. folgenkompaRt wenn jede Folge irM einen
Haufungspunkt irM besitzt.

zusatzlich gilt: Der DurchschnitA N K einer abgeschlossenen Memgyeind einer kompakten
MengeK ist kompakt.

Beispiele: Eine abgeschlossene Kugel K,.(a) und der Rand einer beschrinkten Menge OM sind
kompakt. Eine endliche Menge ist kompakt
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1.6. Eigenschaften von Teilmengen désind desk™

e HEINE-BOREL’sche UberdeckungseigenschaftSei I eine IndexmengeX ein metrischer

Raum undK C X. Aus jeder FamiliglU;}ic; offener Mengen inX mit K C [J U; kénnen
i€l
endlich vielel;,, ..., U;, ausgevahlt werden, so dass gilt:

K C Uﬁ U ...UUir.

e Satz von HEINE-BOREL: Fur eine TeilmengéM C K™ sind folgende Aussageiquivalent:

1. M ist folgen-kompakt.
2. M ist beschankt und abgeschlossen.
3. Jede offendéJberdeckung voM enttilt eine endlichéJberdeckung.

Diese Charakterisierung von kompaktist nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdume maoglich.
In unendlich dimensionalen VRs, wie dem Cla, b] sind zusétzliche Eigenschaften nétig, um die
Kompaktheit von beschrinkten und abgeschlossenen Mengen nachzuweisen.

e BoLzANO -WEIERSTRASS-Charakterisierung: Eine Teilmengévl C K ist genau dann kom-
pakt, wenn jede Folge iM eine Teilfolge besitzt, die gegen einen PunkMnkonvergiert.

e Das Bildf(M) einer kompakten Meng®l C K unter einer stetigen Funktioh: M — K ist
ebenfalls kompakt.

e Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Mefigeist ebenfalls kompakt.

¢ vollstandige Raume: Ein Vektorraum heif3t vollgindig, wenn alle Cauchyfolgen ihren Grenz-
wert in diesem Raum haben.

e BANACH-Raum: Ein normierter (mit einer Norm versehener), vdistiger Vektorraum heif3t
BANACH-Raum

¢ relativ offene Mengen: Eine TeilmengeM C G C K™ heil3trelativ offen bzgl.G, wenn zu
jedem Punkti € M eine Kugelumgebun¥,(a) existiert, mitK,.(a) N G C M.

e zusammenl&angende MengenEine offene Meng& C K™ heildtzusammerdngendwenn es
keine relativ-offene ZerlegunG = U U V gibt, mit U,V # @ undU NV = @. Eine offene
und weg-zusammedngende Mengé C K™ hei3tGebiet.

e Lebesgue-NullmengeEine TeilmengeéVl C R heildt Lebesgue-Nullmenge, wenn es zu jedem
e > 0 hochstens alihlbar unendlich viele abgeschlossene (oder offene) Interigllg, ...

gibt, so dass gilt:
MCUIK) Z|Ik|§€-
k k

Eine Eigenschatft giltastiberall, wenn sieliberall bis auf eine Nullmenge gilt.
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KAPITEL 2

Folgen

2.1 Definition & Konvergenzbegriffe

e c-Konvergenz:
Eine Folge(a.)nen konvergiert gegen einen Limesa ( lim a,, = a) genau dann, wenn:
n—oo

Ve >0 dN. € N: |a,—a| < eflirn > N,

e Cauchy-Folge (CF):
Eine Folge(an)nen heildt Cauchy-Folge, wenn:

Ve >0 dN. e N: |an—am < efirn,m > N,

e Satzeliber Folgen:

1. Jede konvergente Folge ist auch Cauchy-Folge.
2. Jede Cauchy-Folge ist besahkt.
3. Jede Cauchy-FolgéberR hat einen Limes ifR (R ist vollstandig)

Proof. 1. Es gelte lima,, = a. Dann gibt es zu jedem > 0 ein N € N, sodassiir

n—oo

n, m > N:

1
a, —a| < € an—a| < $€
an—al <36 lam—al< 3

Daraus ergibt sich mit der Dreiecksungleichung:

1 1
lan —aml =lan—a+a—an <la,—al+|lam—al < ze—l—zeze

2. aus einer unbescankten Folgd a,,)n.en kann man eine divergente Teilfolge augvien,
aus der man eine weitere Teilfolge,, ) eralt mita,,  , > 2 - a,, . Damit gilt dann:

|ale+1 - ale| 2 ‘ank+1|_ ’aﬂk| > |ale+1 - ale| — 00

© 2004 by Jan Krieger jgn@jkrieger.de ) - 14 -



2.2. Beschiinkung und Hufungspunkte

e Es qilt: Folge konvergiert adk < Folge ist Cauchy-Folge.
e Der Limes einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmit.

e Werden bei einer konvergenten Folge nur endlich viele Gliedandert, so bleibt sie konver-
gent.

e Jede konvergente Folge ist notwendigerweise bastr

e Gilt fur eine Folgea,, > 0 fur fast allen € N, so folgt lima,, > 0 (Fur > gilt dies nicht

unbedingt!).
e Fir zwei konvergierende Folgen mit lim,, = a und lim b,, = b existieren auch folgende
n—oo n—oo
Grenzwerte:
. . . an a
lim (a,+bn) =a+Db lim (a,-b,)=a-b im — = —
n—00 n—o0 n—oo by, b

Fur den letzten Grenzwert ist noéh, # 0 fur fast alleb,, undb # 0 notwendig.

e Fur konvergente Folgefu,,) neny auf K mit lim a, = a gilt:
n—oo

lim |a.] =|dq] lim Rea, = Rea lim Ima,=Ima
n— oo n—oo

n—oo

¢ Beispiel Konvergenz einiger Folgen:

lim 1= lim % =0

n—oo n—o0 )

lim q"=0 0<q<]1 lim c= lim ¢/™ =1
n—oo n—oo n—oo

lim ¢/n=1 lim V/n!= o0

n—oo n—oo

2.2 Beschankung und Haufungspunkte

¢ beschrankte Folgen:
Eine Folge(an)nen (0der Teilmenge) heildt besémkt, falls:

YneN3IK e R, :]a,] <K
Entsprechend definiert man Bes&hktheit nach oben bzw. unten:

a, <K bzw. a,>K VneN

e Eine beschiainkte Folgg a,, )ncy in R besitzt eine obere, sowie eine untere Grenze:

supa,, :=min{K € R|a, < K Vn € N} supa, := max{k € Rla, > K Vn € N}
neN neN

Mit diesen gilt dann: sup,, < a, < supa,.
neN neN
e Haufungspunkte (HP):
Ein a heif3t Hhufungspunkt einer Folde,, ) .cn, falls es in jedee-Umgebund.l.(a) unendlich
viele Folgenelemente,, gibt
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2.3. Monotonie

e FUr Folgen(a,)neny mit HP a gilt:
— Zu jedem Haufungspunkt gibt es eine konvergente Teilfolge.,, ) mit kIim an, = a.
— 00

— Ein HP a andert sich nicht, wenn man endlich viele Elemamteandert.
— Eine konvergente Folge mit Liméshat genau einen HP, der niitidentisch ist.

e Satz von Bolzano Weierstral3:

1. Jede besclnkte Folge oder unendliche Teilmengedirbesitzt einen HP.

2. Jede beschlnkte Folge oder unendliche TeilmengeRirbesitzt einen gif3ten und einen
kleinsten HP, die mit lim sup,,, bzw. liminfa,, bezeichnet werden.

n—00 n—00

e Def: abgeschlossen und kompakt

— Eine MengeM C K heil3tabgeschlosserfalls alle ihre Faufungspunkte ebenfalls it
liegen.

— Eine abgeschlossene Teilmenge C K heiltkompaktwenn jede (unendliche) Folge in
ihr einen HP hat.

Damit besagt der Satz von Bolzano-Weierstral3, dags jade beschankte, abgeschlossene
Teilmenge kompakt ist

e Jede besclnkte Folgd a,,) .y UberkK, die nicht konvergiert besitzt mindestens zwéiungs-
punkte. Nicht-besclankte Folgen &nnen auch eine divergente Teilfolge besitzen.

2.3 Monotonie

e Definition der Monotonie:
Eine Folge(a,)nen heildst monoton steigen (fallend), falls gilt:

An+1 > an bzw. An1 <an (Tl € N)

¢ Jede beschnkte, monoton steigende oder fallende FolgR ipesitzt einen Grenzwert.
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KAPITEL 3

Reihen

3.1 Definitionen und Konvergenzbegriffe

e Eine Reihe)_ ay heiRtkonvergentmit Limess,,, wenn die Folge iherer Partialsummen gegen
k=1
Se Konvergiert:

n
lim E ax = Seo
n—oo

k=1

e Eine Reihe)_ a, heiRtabsolut konvergent wenn die Reihe)_ |ay| konvergiert.
k=1 k=1

¢ Die Untersuchung von Folgen kann in die Untersuchung von Reihen eingebettet werden, indem
man setzt:

n—1

an=ar+(az—aj) +...+(an—an1)=a +Z(ak+1 — ax)
k=1

e Reihenkonvergenz:Eine Reihe)_;" ; aix kann nur dann konvergieren, wenn ihre Partialsum-
men besclankt sind und ihre Gliedet, eine Nullfolge bildenlg lima, = 0).

e Fur zwei konvergente Reihep ;” ; a, und 3~ .7, by sind auch alleLinearkombinationen

konvergent:
Zocak—l— Bbk: OCZ ayx + BZbk
k=1 k=1 k=1

e Eine absolut konvergente Reihe ist auch konvergent, da

o0 o0
Z ag| < Z lay]
K—1 k=1

e Beispiele:
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3.2. Konvergenzkriterien

1. Die geometrische Reihey_;7 ; x* mit festemx € K undx # 1 konvergiert fir [x| < 1
gegen;;
2. Die harmonische Reihe)_}" | % ist streng divergent.
3. ) i k=oc0.
1 mungerade

4. 5 (—Nk={¢ ist divergent.
Licil=1) {O n gerade J

3.2 Konvergenzkriterien

e CAUCHY -Konvergenzkriterium: Sei (a,)nen €ine Folge reeller Zahlen. Die Reihg a,
n=0

konvergiert genau dann, wenn gilt:

Ve>0: INeN: <e€ Yyn>m>N

n
> o
k=m

Dieser Konvergenzbegriff folgt direkt aus deA@cHY -Konvergenz von Folgen.

e Reihen mit nichtnegativen Gliedern: Eine Reihe) a; in R mit ax > 0 ist genau dann

k=1
konvergent, wenn ihre Partialsummen be&cht sind. (Beweisidee: Folge der Partialsummen
ist monoton wachsend und n.V. besihkt= Konvergenz)

e Leibniz-Kriterium: Eine Reihe)_ ay heil3t alternierend, falls die Vorzeichen ihrer Glieder

k=1
alternieren. Eine solche Reihe ist konvergent, wenn die Absolatpeihrer Glieder eine mo-
noton fallende Nullfolge bildend.,| > [an1 — 0 (n — 0)).

o Beispiele: Y N —1-_1411_14 —In(2) > Uk =1x
k=1

o0

e Dirichelet-Kriterium: Die Reihe ) a, habe besclikte Partialsummen und die Fol@ey)
k=1

sei eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergigrtaby.
k=1
Mit der Setzungy, = (—1)* ergibt sich das Leibniz-Kriterium.

e \ergleichs-Kriterium: Sei ) ¢, eine konvergente Reihe mit, > O fur fast allen € N,

n=0

1. Die Reihe)_ a, konvergiert absolut, genau dann wenn mit einer Konstante0 gilt:

n=0

lan] < ken fur fast allen € N

Da die Folge(c,,)nen die Folge(an)nen beschénkt, folgt hier aus der Konvergenz von
> ¢y die Konvergenz vory_ a,. Die Divergenz vory_ a,, impliziert die Divergenz von

n
D Cn.
n
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3.2. Konvergenzkriterien

2. Die Reihe)_ a,, konvergiert absolut, genau dann wenn:

n=0

Ax+1
ax

Ck+1
< _Ck

<

fur fast allen € N

Aus der Divergenz vo}_ a,, folgt ebenfalls die Divergenz voh_ c,,.

e Quotientenkriterium: Sei )  a,, eine Reihe mit,, # 0 fur allen > N,. Es gebe eine reelle

n=0
Zahle mit0 < q < 1, so dass

a .
‘ i< g<1  firallen > Ng

n

Dann konvergiert die Reihg_ a,, absolut.

Beispiel: Die Konvergenz der Reihg_ ;—j folgt aus dem Quotientenkriterium.

n=0

e Wurzelkriterium: Eine Reihe)_ ay konvergiert absolut, wenn es eln< q < 1 und ein
k=1
Ny € N gibt, so dassir allen > Ny gilt:

Vienl < q<1.

Sie divergiert absolut, weniiif allen > Ny gilt:
Vian > 1

e Beispiel: Wurzelkriterium ist st arker als das Quotientenkriterium:
Man betrachte die folgende Reibe, ) cx:

o 27" ngerade
"7 13 ™ nungerade

Fur das Wurzelkriterium und Quotientenkriterium &ltthman je zwei Blle, nur das Wurzelkri-
terium impliziert mit diesen &llen auch die Konvergenz:

— Quotientenkriterium:

anar|_ [ =4 B = B =23 oo (oo
S R HEEEHE BN RUSS)

— Wurzelkriterium:
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3.3. Exponentialreihe

e Potenzreihe:Eine Potenzreihe o
D calx—xo)"
n=0

konvergiert absolutifr alle Argumentex € K mit der Eigenschaft

1
X —Xo/] <Ri= ———m—;
° limsup /|cq

n—oo

Fur |[x — xo| > R st sie divergent. Die GrenZ hei3tKonvergenzradiuger Reihe.

o0

e Umordnungssatz: Fur eine absolut konvergente Reikg = a, konvergiert auch jede
k=1
Umordnung absolut gegen den selben Limes.

Als Beispiel dafiir, dass der Umordnungssatz nur bei absoluter Konvergenz gilt, betrachte man
die alternierende harmonische Reihe:

= (1)
=)
k=1

Ihr Limes dndert sich, wenn man jeweils drei aufeinanderfolgende Glieder zusammenfasst.

3.3 Exponentialreihe
Die sog.Exponentialreihe
0 k
expix) =) %
k=0

ist eine Potenzreihe. Ihr Konvergenzradius ergibt sich zu:

1
R = - = lim yIn!| = .
limsup /|1/nl|  nooeo

n—oo

EULER’sche Zahle: Es qilt:

exp(1) :g% :nIi_r)noo <1 +Tll)n:e.
Eigenschaften:Die Exponentialreihe hat folgende Eigenschaten:
1. exp(x +y) = exp(x) - exply)
2. exp(x) >0 vx € R

3. exp(—x) = vx e R

_1
exp(x)
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3.4. Doppelreihen, Produldize

3.4 Doppelreihen, Produktsitze

e CAUCHY 'scher Doppelreihensatz:st die Doppelreihe

00
So0 = E 5183

j,k=1

bzgl einer Reihenfolge der Summation absolut konvergent, so ist jede ihrer Zeilen- und Spal-

tenreihen
o0 o0
j k
sy = Z ik, sk = Z Gk
k=1 j=1

absolut konvergent und die Reihenfolge der Summatioriirsién Limes irrelevant.

e CAUCHY -Produkt: Fur zwei absolut konvergente Reihnay und)_ by ist die Produktreihe
mit den folgenden Elementen ebenfalls absolut konvergent und es gilt:

Cn:=aibn_q-...an_1b7; Z Cx = (Z ak> . (Z bk>
k=1 k=1 k=1
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KAPITEL 4

Funktionen

4.1

Grundlegende Eigenschaften

Periodizitat: Eine Funktionf : R — K heil3tperiodischmit PeriodeL, wenn gilt:
flx+n-L)="Ff(x), VxeRnecZ.

Gerade/Ungerade Funktionen:Eine Funktion heiRgerade wennf(—x) = f(x). Sie heif3t
ungeradewennf(—x) = —f(x).

Monotonie: Eine reelle Funktiorf : I — R heilitmonoton steigenthizw. monoton fallengd
wenn {r Punktexq, x, € 1 gilt:

x1<x; = f(x1) <f(x2) bzw. x;<x; = f(x1) > f(x2).

Satziber monotone Funktionen und ihre Umkehrfunktionen: Fir eine strikt monoton stei-
gende (fallende) Funktiofi: I — R existiert auf dem BildB = {y € Ry = f(x), x € I} die
Umkehrfunktionf—' : B — I und ist ebenfalls strikt monoton steigend (fallend).

Limes einer Funktion: Eine Funktionf : D — K hat einen (regéren) Limesa € K in einem
Punktx, € D, wenn 1ir alle Folgenx,,)ney Mitx,, € D Vn € N, gilt:

Xn— X M—o0) = f(x) —a(nh— o)

Supremum und Infimum einer Funktion: Fur eien Funktiorf : D — R sind Supremunund
Infimumdefiniert als kleinste obere, bzw.afdte untere Grenze ihrer Bildmenge:

supf(x) := min{B € R|f(x) <p ¥xec D}

xeD

inf f(x) = max{« € R|f(x) >« Vx € D}

xeD
Auf einem besclanktenD garantiert die Trennungseigenschaft Wrdie Existenz von sup

bzw. inf.
Existieren Punkt&,qx, Xmin € D mit:

supf(x) = f(xmax) =: maxf(x)
xeD xeD
iglfjf(x) = f(Xmin) = legf(x)
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4.2. Stetigkeit

so spricht man von eineMaximumder Minimumvon f.

e Konvexitat: Eine Funktion ist Konvex aufa, b), wenn die Sekante durdfa, f(a)) und (b, f(b))

oberhalb des Funktionsgraphen liegt. Diese Gerade hat die Funktionsgleichung:

b—x X—a
.f.'
b—a (a)+b—a

L(x,a,b):= f(b)

Damit lasst sich die Konvexatsbedingung auch formulieren als
f(x) < L(x,r,7v) Vrux,m€ (a,b) mit ri<x<r,

Da die Punktex € (a,b) genau die Punkte +A - (a —b) =Aa+ (1 —A)b VA € (0,1)
sind, gilt bei Konvexiat:

f(Ax + (1 —=A)y) < AMf(x) + (1 —=A)f(y)

4.2 Stetigkeit

Stetigkeit einer Funktion: Eine Funktionf : D — K heil3tstetigin einem Punkt, € D,
wenn fr jede Folgex,)neny C D gilt:

Xn— % M—o0) = f(xa) = f(xo) (N — 00)
Sie heil3t stetig auf einer Men@éd C D, wenn sie stetig in jedem Punkg € D ist.

Stetigkeit per e /5-Argument: Eine Funktionf : D — K heil3tstetigin einem Punki, € D,
wenn es zu jedera > 0 eind. > 0 gibt, so dassiir allex € D gilt:

x —%xol <0 = [f(x) —f(xo)l <e.
In Quantorenschreibweise:

Ve>0:36.>0:VxeD: (x—xo/<8 = [f(x)—f(xo)l<e).

Eine Funktionf : D — K sei in einem Punkt, € D stetig und es gelt(x,) # 0. Dann gibt es
einee-Umgebungd(x,) derart, dass$(x) # 0 fur allex € U¢(xo).

Eigenschaften stetiger Funktionen:
1. FUr eine stetige Funktiofi : D — K ist auch jede Restriktiofi’ : D’ — K auf ein
D’ C D stetig.
2. Fir eine inxo € D stetige Funktiorf : D — K sind auch Ré, Im f, |f|, ¥/ stetig.

3. Furinxy € D stetige Funktionefi, g : D — K sind auchf - g undf + g stetig. Ist weiter
g(xo) # 0, so ist auclf/g stetig.

4. Fur eine inxy € D stetige Funktionf : D — B C K und eine inf(xy) € B stetige
Funktiong : B — K ist auch ihre Kompositiog o f : D — K stetig inx,.

Dieses Lemma zeigt, dass die auf einem bestkten Intervall stetigen Funktionen einen Vek-
torraum bilden. Dieser wird mi€[a, b] bezeichnet. Siehe hierzu den Abschaitt
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4.2. Stetigkeit

e Satziber die Umkehrfunktion stetiger Funktionen: SeiD C K beschankt und abgeschlos-
sen, also kompakt. Weiter sei eine FunktfonD — B C K injektiv und stetig. Dann ist auch
ihre Umkehrfunktionf~' : B — D stetig.

e Zwischenwertsatz: Seif : [a,b] — R eine reelle stetige Funktion. Dann gibt es zu jeder
reellen Zahlf(a) <y < f(b) einc € [a,b] mit f(c) = y.

e Satz von der Beschanktheit: Eine auf einer bescnkten, abgeschlossenen (also kopakten)
TeilmengeD C K stetige Funktiorf : D — K ist dort beschankt, d.h.:

JK > 0: Sudf(x)] <K

xeD

e Satz vom Exremum:Elne auf einer kompakten TeilmengeC K stetige reell-wertige Funk-
tionf: D — R besitzt dort ein Maximum und ein Minimum, d.h.:

FXminy Xmax € D : supf(x) = maxf(x) = f(Xmax), inf f(x) = minf(x) = f(Xmin)
xeD xeD xeD xeD

¢ gleichmalige Stetigkeit:Eine auf einer kompakten TeilmengeC K stetige Funktion ist dort
gleichn@alig stetigd.h.:

Ve >030.>0: Vx,x’€D: [x—x|<b6 = ]f(x)—f(x’)|<e.

e LIPSCHITZStetigkeit:Eine Funktionf : D — C heil3t Lipschitz-stetig auD mit Lipschitz-
Konstantel, wenn:

dL>0: Yx,yeD: |f(x)—f(y)|<L-x—vyl.

Gilt weiter L < 1, so nennt marf ein Kontraktion
Geometrisch bedeutet Lipschitz-stetig, dass die Abstandsverzerrung durch die Abbildung f, die
durch Wﬁ%{f‘y” charakterisiert wird, durch ein festes K auf ganz D beschrankt ist.

Lemma: Lipschitz-stetige Funktionen allf sind auch stetig aub.

e Beispiel: eine gleichnalig stetige Funktion, die nicht Lipschitz-stetig ist:
Man betrachte die Funktion:

f(x) == +vx, mit: x €[0,1].

Diese Funktion ist auf0, 1] stetig und damit auch au®, 1] mit der Fortsetzung(0) = 0
gleichmalig stetig. Aber sie ist nicht Lipschitz-stetig, mit folgenden Argumenten:

Vo- Vx| < L0«

Vx| < L-Ix|
X

4[5

L
~ NG

v

— o0 (x—0)
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4.3. Konvergenz von Funktionenfolgen

4.3 Konvergenz von Funktionenfolgen

e Punktweise Konvergenz:Seienf,, : D — R,n € N eine Folge von Funktionen auf einem
gemeinsamen Definitionsbereith ¢ R. Man nennt die Folgéf,,) punktweise konvergent
gegen eine Funktioh: D — R, wenn fir jedesx € D qilt:

fo(x) = f(x) (n— o0)

¢ Gleichmallige Konvergenz:Eine Folge von Funktionefy, : D — R, n € N heif3tgleichnaf3ig
konvergengegen eine Funktiofi: D — R, wenn:

Ve >0: AN, e N: |fo(x)—f(x)]<e ¥xeD ¥n> N,

e Satz Uber gleichmaRRig konvergente Funktionenfolgen:Konvergiert eine Funktionenfolge
fn: D — R,n € Ngleichmalig gegen eine Funktidn D — R, so ist auch die Grenzfunktion
f stetig.

4.4 Der Funktionenraum Cla, b]

Nach einem oben e@hnten Lemma bilden die stetigen FunktiorferD — R auf einem kompakten
Intervall D = [a, b] einen Vektorraum. Dieser wird mit

Cla, b] := {f: [a,b] — R‘f Stetig}
bezeichnet und hat folgende Eigenschaften:

e Maximumsnorm: Auf C[a, b] wird durch

1]l = max [f(x)]
x€[a,b]
eine Norm definiert, die sodMaximumsnormDas Maximum existiert auf Grund der Abge-
schlossenheit vofu, b] und der Stetigkeit voffi.

e Gleichmalig beschénkt: Man nennt eine Funktionenfolgé ).y C Cla, b] gleichnélig
beschankt wenn:
sup||fn||,, = sup( max [f,(x)]) < occ.
neN neN x€la,b]
¢ Gleichmallige Konvergenz:Fur eine Funktionenfolgé, : D — R, n € N auf einem kompak-
ten IntervallD = [a, b] ist diegleichmaRige Konvergengegen eien Grenzfunktioi: [a, b] —
R gleichbedeutend mit:
[fn—fl|, = 00 (N — o00)

e CAUCHY -Folge: Eine Folge(f.)nen C Cla, b] heildt CAuCHY-Folge, wenn:
Ve >03IN. e N: |fy—fnl, <e Vn,m> N,

Jede konvergente Funktionenfolge &llis, b] ist auch QucHYy-Folge.

© 2004 by Jan Krieger jén@jkrieger.de ) - 25—



4.4, Der Funktionenraur@i[a, b]

¢ \olIstandigkeit: Der RaumCla, b] ist vollstandig beiglich der gleichraRsigen Konvergenz,
d.h. Jede Cauchy-Folge von Funktionen @{s, b] besitzt einen Limes iR[a, b].

Damit bildet das PaafC[a,bl, ||-|| ), desCla, blzusammen mit der Maximumsnorm einen
Banach-Raum

e Satz von ARZELA-ASCOLI: Sei (fn)neny C Cla, b] eine Folge von Funktionen ifi[a, b],
welche gleichra3ig beschankt und gleichgradig stetig sind:

SuprTlHoo < 0
neN

Ve >030.>0: YneN: max Ifa(x) —fa(x)] < €

x,x'€l; |x—x'|<8¢
Dann existiert eine Teilfolgéf,,, ), welche gegen eific Cla, b] konvergiert:
ank_fHoo — 0 (k — o0)

GleichmiBig beschriankt bedeutet, dass man eine Beschrankungskonstante fiir alle Folgenglie-
der findet. Bei der gleichgradigen Stetigkeit hat man die selbe Abschitzung auf dem gesamten
Intervall unf fiir alle Elemente der Folge. Praktisch kann man die L-Stetigkeit mit einer Kon-
stante L, die fiir die gesamte Folge gilt nachweisen.

Dieser Satz entspricht in etwa dem Satz von Bolzano-Weierstral3, da er die Existenz einer kon-
vergenten Teilfolge auf dem Raum C|a, blund damit von Haufungspunkten sichert. Der Satz
von Bolzano-WeierstraB leistet dies fiir den Zahlenraum R. Wichtig ist, dass fiir den unendlich-
dimensionalen Funktionenraum zusétzliche Eigenschaften nétig sind, um die Existenz von
Haufungspunkten zu zeigen. Hier wird zusitzlich zur Beschriankheit noch die gleichgradige
Stetigkeit gefordert.
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KAPITEL B

Differentiation

5.1 Grundbegriffe

e Differenzierbarkeit: Eine Funktionf : D — R heif3tdifferenzierbarim Punktx, € D mit der
Ableitungf’(xy), wenn fir jede Nullfolge(h,,)neny Mit xo+ h,, € D die Folge der zugdirigen
DifferenzenquotientefiD+, f(xo)) konvergiert:

f(xo + h) — f(xo0)
h

th(Xo) =

Ist eine Funktionf : D — R in einem Punktk, € D differenzierbar, so haben die Folgen von
Differenzenquotienten alle den selben Limes, d.h.:
f(xo +h) — f(xo)

f'(xg) 1= lim )
(xo) xo+heD, h—0 h

Eine Funktionf : D — R heil3tdifferenzierbarauf D, wenn sie in jedem Punkt, € D
differenzierbar (bzw. im Falle eines Randpunktes einseitig differenzierbar) ist.

Sie heil3tstetig differenzierbgrwenn die Ableitung’ auf D stetig ist.

e Eine Funktionf : D — R ist genau dann in einem Punk € D differenzierbamit Ableitung
f'(xo), wenn:
f(xo +h) — f(xo)

Ve >030.>0: xpo+heD,h<bd. = m —f'(x0)| < €

e Eine Funktionf : D — R ist genau dann in einem Punkt € D differenzierbamit Ableitung
f'(xo), wenn:
deceR: f(x)="Ff(xq)+c-(x—x%x0)+w(x), xe€D,

mit einer Funktionw : D — R, fur die gilt:

. w(x)
lim
x€D, x—=x0 X — Xp

=0.
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5.2. Mittelwert@tze und Extremalbedingungen

In diesem Falle ist = f'(xo).

Dieser Satz besagt, dass die differenzierbare Funktion f im Punkt xo durch eine Gerade g(x) =
f(xo) + f'(x0) - (x — x0) aproximiert wird. Der Graph von ¢ ist eine Tangente an den Graphen
im Punkt x,.

e Eine Funktionf : d — R, die in einem Punkk, € D differenzierbar ist, ist dort notwendig
auchstetig

e Ableitungsregeln: Fur Ableitungen gelten folgende Regeln:

1. Linearkombinationen: («f + g)’(x) = «f’(x) + Bg’(x)

2. Produktregel: £f(g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x)
3. Quotientenregel;d_‘i (%) = f/(x)g(:);(igx)g/(x)
4. invertierbare Funktionen: Fur eine invertierbare Funktioh: D — B C R mit abge-

schlossenem Definitionsbereich ist auch die Umkehrfunktion B — D c R differen-
zierbar und es gilt:

Fiir den Beweis werden die Folgen y,, = f(xn),yo = f(xo) mit yn, — yo (N — o)
betrachtet, fiir die wegen der Stetigkeit von f~' auch x — x, gilt. Wire nun D nicht
abgeschlossen, so konnte man xo € D nicht garantieren.

5. Kettenregel: Seieng : Dy — R undf : Dy — D4 C R stetig diff'bare Funktionen. Die
FUnktionf sei im Punktx, € D¢ differenzierbar undy sei iny, = f(x,) differenzierbar.
Dann ist die zusammengesetzte Funktigfi(x)) = (f o g)(x) in x, differenzierbar und
es gilt:

d

d—g(f(xO)) = g'(f(x0))f'(x0)
X

5.2 Mittelwertsatze und Extremalbedingungen

e Satz vom Extremum: Besitzt eine auf einem Intervall= (a, b) differenzierbare Funktiofi
ein lokales Extremum (Maximum oder Minimur) € I, d.h. fur ein festes > 0 gilt:

f(xo) > f(x) oder f(xo) < f(x) Vx e Us(xo),

so ist notwendig’(xo) = 0.

Auf einem Abgeschlossenen Intervall besitzt jede stetige Funktion ein Maximum und ein Mini-
mum. Da diese auch auf den Randpunkten liegamkn, muss dort nicht unbedingtx,) = 0
gelten.

e Satz von ROLLE: Wenn eine im Intervalla, b] stetige Funktion in(a, b) differenzierbar ist
undf(a) = f(b) qgilt, so gibt es eirt, € (a,b), indemf’(§) = O ist.
Insbesondere liegt zwischen zwei Nullstellen einer Funktion stets auch eine Nullstelle ihrer
Ableitung.
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5.3. TavyLOR-Entwicklungen

e 1. Mittelwertsatz: Ist eine Funktiorf im Intervall [a, b] stetig und in(a, b) diff'bar, so gibt es
einé € (a,b), so dass:

GRSl

Der Satz besagt also, dass unter den obigen Bedingungen die Ableitung einer Funktion auf
einem Intervall, irgendwo deren Mittelwert annimmt.

Folgerungen aus dem Mittelwertsatz:

1. MonotoniebedingungSeif : (a,b) — R differenzierbar. Dann gilt mit € (a, b):
- f'(x) >0 = fist monoton steigend.
- f'(x) <0 = fist monoton fallend.
2. Minimum/MaximumsSeif : (a,b) — R zweimal differenzierbar mit’(xo) = 0,xo €
(a,b). Dann gilt:
- f"(x) >0 = fhatinxg ein striktes lokales Minimum.
- f"(x) <0 = fhatinx, ein striktes lokales Maximum.

3. KonvexititsbedingungGilt fur eine auf einem offenen, besahkten oder unbesdimkten
Intervall I definierte und zweimal diff’bare Funktioh: I — R, dassf”(x) > 0, x € I,
so istf konvex, d.h.: Er beliebigex,y € T undA € (0,1) gilt:

f(Ax + (1 = A)y) < Af(x) + (1 =A)f(y).

4. LIPSCHITZStetigkeit:Ist die Ableitung einer ina, b] stetigen und ina, b) diff’baren
Funktionf beschankt,|f’'(x)| < K, x € (a,b), so istf dort Lipschitz-stetig:

[f(x) —f(x) < K-[x=x;  x,x" € [a,bl.

e 2. Mittelwertsatz: Sind die Funktionwrf undg im Intervall [a, b] stetig und in(a, b) diff’bar
und istg’(x) # 0 furx € (a,b), so gibt es eir, € (a, b), so dass gilt:
f'(&§)  f(b) —f(a)

g’'(§)  g(b)—gla)

Fiir zwei Funktionen gibt es also einen Punkt &, an dem das Verhiltnis der Ableitungen, gleich
dem Verhiltnis der Steigungen der zwei Geraden durch Anfangs- und Endpunkt der Funktionen
im Intervall [a, b] ist.

5.3 TAYLOR -Entwicklungen

e TAYLOR -Polynom: Firr eine auf dem offenen Intervdlh, b) definierte unch-mal stetig diff’bare
Funktionf hat fur einxy € (a, b) dasn-te Taylor-Polynonvon f in x, die Form:

= (x
o) = 3 X g
k=0 '
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5.3. TavyLOR-Entwicklungen

Seif eine auf einem offenen Intervdlh, b) definierte undn—+1)-mal stetig diff’bare Funktion
undt,(xo, -) ihr n-tes Taylor-Polynom um eiry € (a,b). Dann gibt es zu jedem € (a, b)
ein & zwischenx undx,, so dass gilt:

f(n+1)(£)
(n+1)!

(.

f(x) = talxo,x) + (x —xo)

NV
Restglied

Glattheit, bzw. C>-Funktionen: Eine Funktionf auf einem Intervall a, b) heildtglatt oder
C*-Funktion wenn sie beliebig oft diff’bar ist. Ihr&daylor-Reiheum einxy € (a, b) ist dann
definiert durch:

(k)
too (X0, %) 1= ) i k(,XO) (x —x0)*.
k=0 )

(Reell) analytische Funktionen:Konvergiert die Taylor-Reihe einét>*-Funktionf fur alle
x € (a,b) und gilt dort auchf(x) = t, (x0, x), SO heil3tf reell analytisch.

TAYLOR -Entwicklung: Seif auf einem Intervall a, b) eine C*-Funktion mit (gleichgradig)
gleichmalig besclankten Ableitungen:

sup [f™M(x)[ <M <oo, meN
x€(a,b)

Dann istf auf (a, b) analytisch, d.h.: &r allex, xy € (a, b) konvergiert die Taylor-Reihe vofi
und es gilt:

© (k)
f(x) = too (X0, %) = ) i k(!XO)

k=0

(x —xo)*.
Eine C* -Funktion muf3 nicht analytisch sein. Ein Gegenbeispiel ist die auf R definierte Funk-
tion

x =0

2
f(x):{gxp( x“), x#0

Diese Funktion ist wegen IimO exp(—x %) = 0 in xo = 0 und damit auf ganz R stetig. Alle
X—

Ableitung f™ (x) existieren und lassen sich in xo = O durch f(0) := 0 stetig fortsetzen. Damit
ist f € C*. Die Taylorreihe von f ist in xo = 0 die Nullfunktion und konvergiert dort also auch
gegen f. Allerdings stellt die Taylorreihe f in R\ {0} nirgends dar. Damit ist sie nicht analytisch.

e Restgliedarstellung:Das Restglie®,, ;1 (xo, x) bei der Taylor-Entwicklung ist in der Differential-
bzw. Integraldarstellung:

(x — xo)™ = % J (x — t)M D (¢)dt

+ Jxo

f(n+1)(£)

Ris1(x0,%) = m

e Beispiele:
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5.4. NEwToON-Verfahren

Funktion Taylor-Reihe Konvergenzbereich
Sinus sin(x) = ¥ (éil)r)!xzk” =x—54+E X4 00
k=0
Cosinus COS(X):Z%XR:1—%—I—Z—T—§%_—.. 00
i = (=D % x? x3 x4
Logarithmus| In(1T +x) = } ——x“"=x—-%5+5 -5 +... —1<x<1
k=1
In(1—x):—Z%xk:—(x+%+§+%i...> —1<x<1
k=1

5.4 NewTON-Verfahren

In diesem Abschnitt soll das sog. Newton-Verfahren untersucht werden. Es dient zur numerischen
Approximation von Nullstellen differenzierbarer Funktiongr). Gesucht ist also eir, mit:

f(x,) =0

Man berechnet jeweils im aktuellen Punkt die Tangentet,,(x) an den Graphen und nimmt de-
ren Schnittpunki,,,; mit der x-Achse als neuen Satzwert fir die zu suchende Nullstelle.. Die
Tangente hat folgende Form:

ta(X) = F'(xn) - (x — xn) + f(xn) = 0.

Daraus erhlt man folgende Bedingundgjf den neuen Punkt, ., mit t(x,,1) = 0:

f(xn)
f/(xn)

Xntl = Xn +

Die folgende Abbildung veranschaulicht das Verfahren a am Beispiel der Suchg/dael2 mit
dem Startpunkk,, = 4.

14 +
12 +

10

Folgender Satz beschreibt die Konvergenz des Newton-Verfahrens:
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5.5. Differentiation und Grenzprozesse

NewTON-Verfahren: Die zweimal stetig diff’bare Funktiofi : I = [a,b] — R habe eine Null-
stellex, € (a,b) und es sei:

m:= min [f'(x)| >0, M := max [f"(x)].
a<x<b a<x<b

Seip > 0 so gevahlt, dass:
M
q==z—-p<1 und K,(x,) C l[a,bl.
2m
Dann sind @ir jeden Startpunkt, € K,(x,) die Newton-Iteratione®,; = x,, + ff,((f;)) definiert und
konvergieren gegen die Nullstele. Dabei gelten sie apriori-Absélzung:
2m

Xn — x| < Vq(zn)) neN

und die a posteriori-Absé@tzung:

1
Xn — % < —I[f(xn)|, meN.
m

Bemerkungen: Das Problem ist, eine Umgebung der Nullstelle zu finden, innerhalb derer das Ver-
fahren konvergiert. Ist eine solche Umgebung einmal gefunden, konvergiert das Newton-Verfahren
aufgrund der ersten Fehlerabattung quadratisch gegen die Nullstelle.

5.5 Differentiation und Grenzprozesse
e Regeln von L'HoOsPITAL: Es seienf, g zwei auf dem (beschnkten) Intervalll = (a,b)
diff’bare Funktionen. Es gelte dogt (x) # 0 und es existiere der Limes
. f(x)
lim
xla g'(x)

=ceR

Dann gelten folgende Regeln:

1. Im Fall Ii[n f(x) = Iiin g(x) =0istg(x) # 0inIund es gilt:

jim 10 i T
xla g(x) xla g’(x)
2. Im Fall Ii[n f(x) = IiEn g(x) = tooistg(x) # 0 fira < x < b und es gilt:
jim 1) — ¢ —jim F)
xla g(x) xla g’(x)

Analoge Aussagen gelteiirfx T b undx — +oo0.
Auch fur bestimmte Produktauditbtke, der Art:
limf(x) =0, Ilimg(x)=0c0 = Ilimf(x)-g(x)

kann mit den L’'Hospital'schen Regeln und der Setzung
lim () - g(x) = lim — )
x—a x—a (Q(X))

eine Losung finden.
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5.5. Differentiation und Grenzprozesse

e Stabilitat der Differenzierbarkeit: Sei (f,,)ncn €ine Folge stetig diff’barer Funktionen auf
einem (besclamkten) Intervalll (offen oder abgeschlossen), welche punktweise gegen eine
Funktionf konvergiert. Ist die Folge der Ableitungéfy,) gleichmal3ig konvergent gegen ein
f*, so ist auclf diff’bar und es giltf’ = *, d.h.:

d

— (lim £,) = lim £,

dx <nE>noo n!noo n

¢ Differentiation unendlicher Summen: Seienfy stetig diff’bare Funktionen auf dem besahk-
ten Intervalll (offen oder abgeschlossen) mit AbleitunggnWenn die Partialsummen |, fy
punktweise konvergieren und dje_, f;. aufI gleichnafig konvergieren, so darf in den zu-
gelorigen Reihen gliedweise differenziert werden und es gilt:

d% Y =) fL
k=1 k=1

e Potenzreihe:Eine Potenzreihg_ ci(x — xo)* mit Konvergenzradiug > 0 stellt ein in ihrem
k=0
Konvergenzintervall = (xo — p, xo + p) diff’bare Funktionf dar; und zwar ist:

f'(x) = Z ker(x — xo) .
k=1
Diese durch gliedweise Differentiation entstandene Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenz-

radiusp.

e Raum C™[a, b]: Der normierte Raur@™[a, b] der auf dem Intervalla, b] m-mal stetig diff’baren
Funktionen, versehen mit der Notjjy| ist volls&andig.

m;o0?
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KAPITEL 6

Integration ImR

6.1 Das REMANN -Integral

6.1.1 Herleitung und Definition

e Zerlegung, Feinheit und Verfeinerung: Eine Unterteilung oder Zerlegungd = {xo, ..., Xn}
eines (besclimkten Intervalled = [a, b] zerlegt dieses in Teilintervallg, := [xy_1,x]. ES
gilt:

a=Xo <X < ..<Xn:=Db

Eine solche Zerlegunphat dieFeinheit

h:= max |xx — xx_1].
k=1,..., n

Die Menge aller Zerlegungen eines Intervallesb] wird mit Z(a, b) bezeichnet.
EineVerfeinerungZ’ = {x;, ..., x;,} einer Zerlegung’ € Z(a, b) entralt alle Zerlegungspunkte
von Z und nbglicherweise noch weitereilF die Feinheit gilt mit der Feinhelt von Z: h' :=
max Xt —xi4| <h

n

-----

e Ober- und Untersumme: Fur eine besclémkte Funktionf : I = [a,b] — R und eine Zerle-
gungZ € Z(a,b) ist dieObersummé ;(f) undUntersumme , (f) von f definiert als:

n n

Sz(f) =3 _supf(x) - (e—xi1),  Sp(f):= D inf £(x) - (xic —x11)
k=1 XEIk _ x& Ik
Daraus ergibt sich die Definition vadber- und Unterintegral
—b
J f(x)dx = inf S(f), = sup Sz(f)
a ZeZ(a,b) ZeZ(a,b)

Diese Definition entspricht der Integration iiber eine Treppenfunktion zur Zerlegung Z, die f
aproximiert. Die Definition von Ober- und Unterintegral macht Sinn, da der Wert der Obersum-
me mit steigender Feinheit abnimmt und der Wert der Untersumme entsprechend zunimmt, da
die Funktion f immer besser aproximiert wird.
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6.1. Das REMANN-Integral

e GroRenabschtzung fir Ober- und Untersumme: Fir eine besclamkte Funktiorf : [a, b] —
R existieren das Ober-, sowie das Unterintegral uindjéde Folge von Zerlegungen, €
Z(a,b),n € N mit Feinheith,, - 0 (n — oo) gilt:

b —b
lim S, :J f(x)dx < J f(x)dx = lim Sz,

n—oo
ra a

e Eigenschaften von Ober- und Unterintegralen:Fur Ober- und Unterintegrale gilt:

rb

b b
(f(x) + g(x))dx > J f(x)dx+J o(x)dx

b b b
(F(x) + g(x))dx < J f(x)dx +J o(x)dx
5 Lo
x>0 = af(x)dx = | f(x)dx
o b
x>0 = of(x)dx = a| f(x)dx
o o
x<0 = af(x)dx = | f(x)dx

e RIEMANN -Integral: Sind Ober- und Untersummaérfeine besclimkte Funktiorf : [a,b] —
R gleich, so heil3t der gemeinsame Wert (flasstimmte) Riemann-Integrabn f aufl := [a, b]
und die Funktio wirdRiemann-integrierbagenannt. Es gilt dann niadich:

Iif(x)dx = be(x)dx = be(x)dx

a La

6.1.2 Integrabilitatskriterien

e RIEMANN 'sches Integrabilitatskriterium: Eine beschinkte Funktionf : [a,b] — R ist
genau danruberI Riemann-integrierbgrwenn es zu beliebigem > 0 eine ZerlegungZ €
Z(a,b) gibt, so dassiir die zugebrigen Ober- und Untersummen gilt:

[S2(f) = Sz(f)| < e

e RIEMANN -Summe und Integrabilitat: Fur eine Funktiorf : [a,b] — R und eine Zerlegung
Z € Z(a,b) wird die Riemann’'sche Summen f mit beliebigené, € [xx_1,x] gebildet
durch:

RSz(f) == Z (&) - (e — Xp1)
=1

Integrabilit atskriterium: Eine beschinkte Funktiorf : [a, b] — R ist genau danfRiemann-
integrierbar, wenn fir jede Folge von Zerlegungeh, € Z(a, b) mit Feinheiterh,, - 0 (n —
N) alle zugelirigen Riemann’schen Summen konvergieren und denselben Limes haben:

b
RS (f) — J f(x)dx  (n — o).

a
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6.1. Das REMANN-Integral

Die Riemann-Summen zu einer Zerlegung stellen gewissermallen alle Zwischenschritte zwi-
schen Ober- und Untersumme dar, Damit gibt es auch eine ideale Folge von &, mit der RS z(f)
mit dem Integral iibereinstimmt.

e weitere Integrabilit atskriterien:

1. Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige FunktiBmeistann-integrierbar.
2. Jede auf einem abgeschlossenen Intervall (béas&lie) monotone Funktion i&iemann-
integrierbar.

Nicht jede beschrinkte Funktion ist R-integrierbar. Ein pathologisches Beispiel ist:

f(x) = {O’ xeQ

1, sonst

Hier gilt tiir jede Zerlegung (jedes Zerlegungsintervall enthilt sicher a,b € I, mit a € Q und
b € R\Q):

be(x)dx <S,(f)=0 < 1=Szf)< J f(x)dx.

La

e Zusammengesetzte IntegraleEine (beschinkte) R-integrierbare Funktian: [a, b] — R ist
auchuber jedem abgeschlossenen Teilintervallc [a, b] R-integrierbar. Insbesonderéskt
sich jedes Integral mithilfe eines beliebiger (a,b) aufspalten zu:

Jb f(x)dx = ch(x)dx + be(x)dx

Ist umgekehrt eine (besdmkte) Funktiorf : [a,b] — R fur einc € (a, b) R-integrierbare in
den Intervalleria, c] und[c, b], so ist es auch auti, b] R-integrierbar.

e Stlickweise REMANN -Integrierbarkeit: Eine beschinkte Funktionf : I = [a,b] — R,
welche bzgl. einer Zerlegung = {xo, ..., xn} € Z(a, b) vonI stickweise stetig und gtkweise
monoton (also monoton und stetig auf allen Teilintervallgnist tiberI R-integrierbar und es

gilt:
b n Xk
J f(x)dx = ZJ f(x)dx.

a k=1 *Xk—1

e Einige RIEMANN -Integrierbare Funktionen: Es seienf,g : [a,b] — R (beschéankte) R-
integrierbare Funktionen. Dann gilt:

1. Die Funktionenf, := max{f, 0} undf_ := min{f, 0} sind R-integrierbar.
2. Der Absolutbetrag ist R-integrierbar m’!fz f(x)dx) < fz If(x)| dx

3. Fur jedesp > 1ist|f|? R-integrierbar.

4. Das Produkfg ist R-integrierbar.

Die Beweise funktionieren je iiber eine Abschiitzung der Ober- und Untersummen der neuen
Funktionen durch die alten. Das Produkt fg folgt aus der Beziehung fg = }1 <(f +9)°—(f— g)z)
und 3. Bei 2 beachte man die Ahnlichkeit zur Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + |b].
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6.1. Das REMANN-Integral

e Satz von LEBESGUE: Die Funktionf : [a, b] — R ist genau dann Riemann-Integrierbar, wenn
sie aufla, b] beschénkt und fastiberall stetig ist.

e Integration komplexer Funktionen: Auch Funktionenf : [a,b] ¢ R — C sind Riemann-
integrierbar, durch die Setzung:

b b b
J f(x)dx:J Ref(x)dx+ij Im f(x)dx

a a a

6.1.3 Eigenschaften des RMANN -Integrals

e Linearit at des REMANN -Integrals: Sindf, g : [a, b] — R R-integrierbare Funktionen, so ist
auch jede Linearkombinatiomf + g mit , 3 € R R-integrierbar und es gilt:

b b

f(x)dx + BJ g(x)dx

a

Jb (af(x) + Bg(x)) dx = ocJ

a a

e Monotonie des REMAN -Integrals: Seienf,g : [a,b] — R (beschankte) R-integrierbare
Funktionen mitg(x) > f(x), x € [a, b]. Dann gilt auch:

Jb g(x)dx > Jb f(x)dx.

a a

e Abschatzung durch Rechtecke:Fur eine (besclamkte) R-integrierbare Funktioi: [a, b] —
Rmitm < f(x) <M, Vx € [a,Db]qilt:

m-(b—a) Sjbf(x)dxg M- (a—Db).

a

e Definitheit des REMANN -Integrals: Seif : [a,b] — R eine stetige Funktion mif(x) >
0, x € [a, b]. Dann gilt:

b
J flx)dx=0 = =0

a

6.1.4 Das unbestimmte REMANN -Integral

e Unbestimmtes Integral: Eine FUnktionF : [a,b] — R heitunbestimmtes Integrgbder
Stammfunktioneiner Funktionf : [a, b] — R, wenn sie diff’bar ist und wenn gilt:

F(x) =f(x), Vx¢&la,b]

Man schreibt dann:

Die Stammfunktion ist immer nur bis auf eine additive Konstante C bestimmt, also eigentlich:

Jf(x)dx =F(x) + C.
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6.1. Das REMANN-Integral

e Fundamentalsatz:

1. FUr eine stetige Funktiofi: [a, b] — R ist das bestimmte Riemann-Integral

F(x) := fo(y)dy, x € [a, b]

a

aufgefal3t als Funktion der oberen Grenzeine Stammfunktion vorf. Jede weitere
Stammfunktion vorf unterscheidet sich voanur durch eine additive Konstante.

2. Ist umgekehrt die Funktioh : [a,b] — R Stammfunktion einer stetigen Funktidnso
gilt:

& ey =te0, | Fway =t - fla)

6.1.5 Berechnung von Integralen

o Partielle Integration: Seienf, g : 1 — R zwei stetig diff’bare Funktionen. Dann gilt:

b b b
J f(x)g'(x)dx = (fg)(x)\a—J £/(x)g(x)dx

Die Formel folgt direkt aus der Integration der Produktregel fiir die Differentitaion: (fg)’(x) =
f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

e Substitutionsregel: Seienf : I — R eine stetige undp : [a,b] — I eine stetig diff’bare
Funktion. Dann gilt die sogsubstitutionsregel:

Es gibt die instruktivere Schreibweise:

b @(b)

| fotundew = | e doly) =o'y

a ¢(a)

Oft wendet man obige Regel so an, dass man zu einer gegebenen, zu integrierenden Funktion
fz f(x)dx eine passende Funktion ¢ (y) sucht, mit der sich das Integral nach der Substitutions-
regel leicht I6sen lisst. Man setzt dann x = @(y) und g—’y‘ = d‘g—{f) =o'y = dx=
@'(y) - dy. Damit erhélt man dann:

@(b)

b @(b)
Jf(x)dx:J f(qa(y))dcp(y)zj fo(y))e’(y)dy

a ©(a) ©(a)
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6.1. Das REMANN-Integral

/2
Beispiel I: | \/]‘1:‘7 16st man mit x := @(y) = sin(y) und damit dx = coqy)dy auf, zu:
—7t/2
/2 dx 1 1 1 cosy
= ———CO0 d :J ——dy =2
J—n/z V1—x2 J_1 /1 —sin(y)? suldy 7 COSy Y

/4
Beispiel II: Andersherum sucht man z.B. die Losung fiir [ (sin(x))-cogx)-dx. Hier definiert
0

man @(x) = sin(x). Damit ergibt sich d(fl—)(:‘) =co9x) = d@(x)=co9x)dx. Mit diesen
Vorgaben sieht man:

/4 olr/4)=1 2 1
(RSN
J (sin(x))? - cosix) - dx — o(x) - dolx) — [—@4} _ L
—_——  — 4 o 16
0 =) =de(x) @(0)=0

6.1.6 Kurvenlangen

e Parametrisierte Kurven: Es seienp,1 zwei stetige Funktionen eines Parametess [a, b].
Sind die Punkte der Eberie (t),{(t)), t € [a,b] alle verschieden, so nennt man die Punk-
temenge

M={(e(t),¥(t)) It € [a,b]}

einebenes Kurvengtk mit Parameterdarstellufg, ¢}.

e Polygonzugverfahren:Zur Langenberechnung wird ein Kurvenzug durch gerade Linien zwi-
schen je zwei SttzstellenP, = (@(ty), PV (tx)) und P = (@(txi1), W (ty1)) gezogen. Die
Lange eines Teilgtkes istiber den euklidischen Abstand definiert. Damit ergibt sich diede
eines Polygonzugép(T')| zu einer gegebenen ZerleguAg= {to, ..., t.} zZu:

p2M= 3 0t — et 1) + @t —d(te 1)’
k=1

e Rektifizierbarkeit und L ange einer Kurve Haben die langen aller Polygorigepz(I") zu
einem Kurvengick I' eine (endliche) obere Grenze, so hdil¥ektifizierbar mit der Lange

M= 2 Ipz(l)

ZeZ(a,b)

e Kurvenlange:lIst die Parameterdarstellung des KurvéegesI™ stetig diff’bar, so ist es rekti-
fizierbar und seine &nge ist gegeben durch:

b
N = J V@' (1) +7(t)2dt

Die obige Formel folgt aus der bereits angegebenen Summendarstellung unter Erweiterung mit
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6.2. Mittelwertsitze

% = 1 und dann nach dem Mittelwertsatz und Grenziibergang:

pz(T)] = Z \/((P(tk) —@(ti1))? + (W(t) — W(tea)) =
k=1

L ot = @(ten) ) (it =t} _
= Z(tk—tk1)-\/( r—— > -I-( e — tr ) =

1

~
I

(t — tit) - V! (Ti)2 + P/ (i) 2

I
M=

x
i

6.2 Mittelwertsatze

e 1. Mittelwertsatz: Es seierf : I = [a, b] — R stetig undg : I — R R-integrierbar und g habe
in I keinen Vorzeichenwechsel. Dann gibt es eine Zwischensietléa, b], so dass gilt:

b b
j f(x)g(x)dx = (£) J o(x)dx.

a a

Korollar: Seif : I = [a,b] — R stetig. Dann gilt als Spezialfall des 1. Mittelwertsatzes mit
g =1, miteinemé € I.

b
J f(x)dx =f(&) - (b—a)

Dies bedeutet anschaulich, dass es ein & € [a, b] gibt, sodass f(&) gerade den Mittelwert der
Funktion iiber dem Intervall [a, b] darstellt:

b
f(&) = 1 J f(x)dx

b—a J,

Den esten 1. Mittelwertsatz kann man auch als Verallgemeinerung dieses Korollars auffassen.
Man bezeichnet dann die Funktion g(x) als Gewichtsfunktion.

Korollar: Seienf:1=[a,b] 5 Rmitm < f(x) <M, x € lundg:I— R R-integrierbar
mit g > 0. Dann gilt:

b b b
mj g(x)dxsj f(x)g(x)dxszwj o(x)dx

a a a

Dies liefert eine Abschitzung fiir das Integral IZ f(x) - g(x)dx aufgrund des Integrals tiber g(x)
und kann zu dessen Berechnung herangezogen werden.

e 2. Mittelwertsatz: Es seienf : I = [a,b] — R monoton undy : I — R R-integrierbar. Dann
gibt es eine Zwischenstellee [a, b], so dass gilt:

b

b &
J f(x)g(x)dx:f(a)J g(x)dx—f—f(b)J g(x)dx.

a a g

Dies liefert ebenfalls eine Abschitzung tiir das Integral fz f(x) - g(x)dx aufgrund des Integrals
iiber g(x) und kann zu dessen Berechnung herangezogen werden.
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6.3. Uneigentliche Integrale

6.3 Uneigentliche Integrale

e Uneigentliches REMANN -Integral: Seif : (a,b] — R eine auf dem halboffenen Intervall
(a, b] aber nicht auf dem Abschluss, b] integrierbare Funktion. Existiertif jede Folge von
Punktena,, € (a, b] der Limes

b b
J f(x)dx := IiT J f(x)dx,
so ist dieser unaldmgig von der Wahl der Folger,,) .y und heiRtuneigentliches Integralon
f Uber[a, b].

e Uneigentliches Integral von Betégen: Seif : (a,b] — R auf (a, b] aber nicht aufa, b]
integrierbar. Existiert dann das uneigentliche Integral ifoiiber [a, b], so existiert auch das
uneigentliche Integral voftber[a, b] und es gilt:

< Jb £(x)] dx.

a

Jb f(x)dx

a

Damit hat das uneigentliche Integral von Betrigen das gleiche VErhalten, wie das eigentliche
Riemann-Integral.

e Uneigentliches REMANN -Integral auf unendlichen Intervallen: Seif : [a,00) — R eine
auf dem halboffenen unendlichen Intervall co) lokal integrierbare Funktion. Existiertif
jede Folge von Punkte, € [a, co) der Limes

00 bn
J f(x)dx := bIim J f(x)dx,
so ist dieser unal@mgig von der Wahl der Folgé.,).n Und hei3tuneigentliches Integraton
f Uber[a, oo).

Auch hier folgt aus der Existenz des uneigentlichen Integraldffamer[a, co) die Existenz
des uneigentlichen Integrals vérund die Ungleichung:

J f(x)dx| < J 1f(x)| dx.
e Uneigentliches REMANN -Integral von Produkten: Seif : [a,c0) — R in [a, co) integrier-
bar mit y
supJ f(t)dt| = M < .
XZCL a

Ferner seig : [a,c0) — R, diff’bar und monoton gegen Null fallend. Dann existiert ein
uneigentliches Integral

ro f(x)g(x)dx = lim fo(x)g(x)dx.

a X—00 a

e Beziehung zwischen unendlichen Reihen und uneigentlichen IntegraleBks seif : [ng, co) —
R eine stetige, positive, monoton fallende Funktion. Dann gilt:

o0

if(k)<oo & Jf(x)dx<oo.

k=np Mo
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6.4. Integration und Grenzprozesse

6.4 Integration und Grenzprozesse

e Gleichmalige Konvergenz:Die Folge(f,,).en Stetiger Funktionert,, : I — R konvergiere
auf einem Intervalll = [a, b] gleichmaBig gegen eine Funktioh : I — R. Dann ist die
Grenzfunktion ebenfalls stetig und es gilt:

b b
lim J fn(x)dx:J lim f.(x)dx.

¢ Integration und unendliche Reihen: Fur eine Folge stetiger FUnktiondp: I - R, k€ N
konvergiere die Reihey> ; fy auf einem Intervall = [a, b] gleichmafig. Dann stellt die Reihe
eine integrierbare Funktion dar und es gilt:

b 00 % b
J Z fi(x)dx = ZJ fi(x)dx.

@ k=1 k=1-¢

D.h. Man darf in der Reihe gliedweise integrieren.

e Potenzreihe:Eine Potenzrelhez ck(x — x0)¥ habe den Konvergenzradigs> 0; sie stellt

also auf dem Intervall = (xy — p,xo + p) eine stetige Funktion dar. Deren Stammfunktion
erhalt man dann durch gliedweise Integration und diese hat den selben Konvergenzradius:

Jch X — Xo) dx—Zk_i_](x—xo)kH—l-C

k=0

e Monotone Konvergenz:Die Folge(f,)neny VOn auf einem beschnkten Intervall = [a, b)
(uneigentlich) integrierbaren Funktionép: I — R konvergiere punktweise gegen eine Funk-
tionf: I — R. Ist die Konvergenz,, — f monoton wachsend und isebenfalls (uneigentlich)
integrierbar, so gilt:

b b
lim J f(x)dx = J lim f,(x)dx

—
n—oo a anHOO

e Beschrankte Konvergenz: Die Folge(f,,)nen VOn auf einem Intervall = [a,b) oderl =
[a, c0) (uneigentlich) integrierbaren Funktionép : I — R konvergiere punktweise gegen
eine Funktionf : T — R. Ist die Grenzfunktionf ebenfallls (uneigentlich) integrierbar und
sind die Funktionerf,, gleichmafig beschankt durch eine auf (uneigentlich) integrierbare
Funktiong : I — R, d.h.|[f.(x)] < g(x), x € I, so gilt ebenfalls:

b b
lim J fn(x)dx:J lim f,.(x)dx
n— oo n—oo
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KAPITEL /

FOURIER-Analysis

7.1 Der Funktionenraum R|a, b]

e Stiickweise Stetigkeit: Eine Funktionf : [a,b] — K heif3tstiickweise stetigwenn sie in
[a, b] bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig und befsuktrist und wenn in jeder dieser
Unstetigkeitsstelle®d € [a, b] die links- und rechtsseitigen Grenzwefté ) := llLTS f(§ £ h)

existieren. In den Ausnahmestellgre (a, b) sei gesetzt:

(&) +f(&4)

f(&) == >

Die obige Setzung hat keinen Einfluss auf den Wert des Riemann-Integrals. Anschaulich wird
in & die Funktion auf den Mittelwert zwischen den zwei Grenzwerten gesetzt.

e Der Vektorraum R[a,b]: Die Menge der in obigem Sinne alii, b] stiickweise stetigen
(Riemann-integrierbaren) Funktionen bilden offenbar einen Vektorraum, deRmnjb] be-
zeichnet wird.

Auf diesem Vektorraum definiert die Sesquilinearform (komplexe Konjugatiohib = a —
ib):
b [
(f,0) == j f(x)g(x)dx

a

das sogl 2-Skalarprodukimit folgenden Eigenschaften:

1. Linearitatseigenschaften: B
(afy 4 Bf2,9) = a(fy,9) + B(f2, 9) (f, xg1 + Bg2) = «(f, g1) + B(f, g2)

2. Symmetrieeigenschafteft;, g) = (g, )
3. Semidefinitheit(f,f) > 0

4. Es gilt die HARZ'sche Ungleichung:

(£,9)]° < (£,) - (g,9).
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7.2. FOURIER-Entwicklung

Durch folgende Setzung definiert man die sbgNormaufR[a, b]:

]l := /(f, )

Den Begriff derOrthogonalitit zweier Funktionerf, g € R[a, b] definiert man durch die Ei-
genschaft:
(f,g) =0

e [2-Konvergenz bzw. Konvergenz im quadratischen Mittel:Mit Hilfe der L>-Norm || - || last
sich dieKonvergenz im quadratischen Mitten Funktionerf,, € R[a, b] gegen eine Funktion
f € Rla, b] erklaren:

faon—opf & |fa—f] =0 (n— o).

Dies bedeutet, dass das quadratische Mittel der Abweichung zwischen f,, und f gegen Null
geht:
b
J [fn(x) — f(x)[*dx — 0 (n — o).
Mit folgender Abschitzung zeigt man, dass die gleichmifBige Konvergenz von f,, gegen f auch
die L*-Konvergenz impliziert. Umgekehrt ist das nicht unbedingt richtig:

b
[fn — 1] = \/J [f(x) — F(x)1* dx < max [fn(x) = f(x)|- vVb—a

x€[a,b

Gegenbeispiel: Die Funktionenfolge f,,(x) = x™ konvergiert auf [0, 1] punktweise nicht gegen
die Nullfunktion, weil f,(1) =,¥vn € N gilt. Sie konvergiert aber im quadratischen Mittel
gegen die Nullfunktion:

] 1

XZn—H

T 2n+t 1 s 2ntl

1
an—ouzzj (x2" — 0)dx —0 (n— o)
0

e Orthogonalsystem trigonometrischer Funktionen aufR[0, 27]: Die trigonometrischen Funk-
tionen
co(x):=1, cx(x):=codk-x), si(x)=sinl-x), (k,1€N)

bilden bzgl. ded.?>-Skalarproduktes ein Orthogonalsysteniid, 271). Es gilt:

(ck,81) =0, (ce) =m0, (sx,81) =70, k,1€N

7.2 FOURIER-Entwicklung

e FOURIER-Entwicklung in sin/cosFunktionen: Fir eine beliebige Funktiofi € R[0, 2]
definiert man die zugéinige Fourier-Summelurch:

Fl(x) = %Clo + i {ar cogkx) + by sin(kx)}.
k=1
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7.2. FOURIER-Entwicklung

Dabei sind die Koeffizienten bestimmt durch:

27 27t 27
ap = lj f(x)dx; ax:= lJ f(x)coqdkx)dx; by:= lJ f(x) sin(kx)dx;
0 TJo TJo

Zur Berechnung der Koeffizienten wird jeweils das Skalarprodukt a, = }I(f ,Cx), bzw. by =
711 (f, sx) berechnet. Das entspricht “geometrisch® der Projektion von f auf den Basisvektor
Ck, Sk des Funktionenraumes. Im wesentlichen wird also die Darstellung der Funktion f €
R[a, b, beziiglich des unendlichen Erzeugendensystems cy, sy, k € N von R[a, b] berechnet.

e FOURIER-Entwicklung in e™*: Fur eine beliebige Funktiofi € R[0, 27| definiert man die
zugeldrige Fourier-Summelurch:

= : 1 (%" :
Ff(x) = T mit =— | f(x)e™dx; ke Z.
n(x) k_chke it ¢k 7 L (x)e X; €

Im Falle der Konvergenz heil3t der Limes der Fourier-Summertalieier-Reihe

[ee) n

Fl (x) = E cre™ = lim E cre™.
" n—oo
=—00

k=—mn
Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf die komplexe Definition der Fourier-Reihen.
Sie lasst sich iiber die Definition von Sin und cosauf die erste Definition zuriickfiihren und ist
somit vollig Gleichwertig:

cogx) = % (e™+e™); sin(x) = o< (e* —e™)

2

e Es seif € R[0,27] eine2mt-periodische Funktion mit den Fourier-Koeffizientep k € Z.
Dann gilt fur allen € N:

F=FlP = 1917 —2m Y el

k=—m

e BEssEL'sche Ungleichung:Es seif € R[0, 27] eine2n-periodische Funktion mit den Fourier-
Koeffizientency, k € Z. Dann konvergieren die Quadratsummen der Fourier-Koeffizienten und
es gilt:

oo n

b
Y et =lim 2w Y e’ < Hsz:J f(x)%dx.

k=—00 k=—mn a

Zusammen mit der obigen Ungleichung ergibt sich aus der Bessel’schen Ungleichung, dass:
[f=FL|* =0 (n— oo), wenn 2 D el = 7 (n— o).
k=—c0

Dies bedeutet die 12-Konvergenz der Fourierreihe F!, gegen die zugehérige Funktion f €
R[0, 2.

e RIEMANN 'sches Lemma:Seif : [a, b] — R eine diff’bare Funktion. Brs € R gilt:

F(s) := Jb f(x)sin(sx)dx — 0 (|s| — o0).

a
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7.2. FOURIER-Entwicklung

e Konvergenz einiger wichtiger Reihen:

— Auf jedem Intervall[s, 27t — 8] mit & > 0 konvergiert die folgende Reihe gleiciafig:

i sin(kx)  mT—x
k 2
k=1

— Die folgende Reihe konvergiert gleickafig fur x € R. Insbesondere gilt im Fall = 0:

— cogkx) (x-—m 2 s e 1
2 e -(%77) - & X201 5=

e Konvergenz der FOURIER-Reihe gegen Treppenfunktionen:Sei f € R0, 27 eine 27t-
periodische Treppenfunktion. Dann konvergiert inre Fourier-REihén quadratischen Mittel
gegenf.

¢ \olIstandigkeitsrelation: Seif € RI[0, 27t eine 2rt-periodische Funktion. Dann konvergiert
ihre Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegesmd mit ihren Fourier-Koeffizientegy gilt
die sog.Vollstndigkeitsrelation

2 Y Jerl® = |If]|
k=—00
Zum Beweis: Man konstruiert eine EinschlieBung der Funktion f durch zwei Treppenfunktio-
nen, von denen eine die Funktion nach oben und eine nach unten abgrenzt.
Achtung: Die 1.2-Konvergenz impliziert nicht die punktweise oder gleichmiBige Konvergenz
der Reihe gegen die zugehorige Funktion f. Damit ist die Frage der Darstellung der Funktion
durch ihre Fourier-Reihe (= punktweise Konvergenz) nicht ganz geklirt.

e Ein Konvergenzkriterium f Gr FOUuRIER-Reihen: Die Fourierreihe einer stetigen Funktion
f € R0, 27| konvergiert absolut und gleichiflig gegerf, wenn fir die Fourierkoeffizienten

cx gilt:
Z cil < 00
keZ

Dies folgt aus der Abschiitzung:

n
< Z [

k=—n

n
§ Ckelkx

k=—n

e Seif € R0, 27 eine2n-periodische Funktion, die ifd, 27t] bis auf endlich viele Ausnahme-
stellenxq, ..., x,» diff’bar ist, mit stickweise definierter Ableitunﬁ € RI[0, 27t]. Dann konver-
giert die Fourier-Reihe vofiauf ganz[0, 27t] punktweise gegefiund gleichnal3ig auf jedem
abgeschlossenen Teilintervall, auf déistetig ist. Insbesondere gilt in jeder dieser Ausnahme-
stellené, := xy:

(&) +f(&;)

2

Dabei sindf (&) die links- bzw. rechtsseitigen Limites gegen die Unsettigkeitssielle

f&s) == |]l1fiT(1) f(E £ h).

Ff(x) — (n — o0).
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KAPITEL 8

Dern-dimensionale Zahlenraui®™

8.1

Der euklidische RaumK™

Viele bereits definierte Begriffe iibertragen sich (fast direkt) auf den K™, wenn man statt des Betrages
eine auf K™ definierte Norm verwendet. Das Standardbeispiel fiir eine solche Norm ist die euklidische
Norm ||-|,.

Konvergente Folgen:Eine Folge von Vektorerix®),c.y € K™ heiBtkonvergenigegen ein
x € K™, wenn gilt:
[x™ —x|, =0 (k— o)

Die geometrische Bedeutung der Konvergenz ist, dass jede e-Umgebung von x fast alle Fol-
genelemente x¥ enthilt.

CAucHY -Folge: Eine Folge hel3Cauchy-Folgewenn gilt:

Ve>0 3N eN: Vk,1>Ne: |[xM x|, <e

Beschiankte Folgen:Eine Folge heildbeschankt wenn alle ihre Elemente in einer Kugelum-
gebungKk(0) um den Nullpunkt liegen.

Haufungspunkt: Ein Punktx € K™ heiRtHaufungspunkeiner MengeM C K™, wenn jede
Umgebung vorx mindestens einen Punkt alv$\{x} entralt.

Die Menge der Hufungspunkte vom wird mit H (M) bezeichnet. Ein Punig € M\H (M)
wird isoliert genannt.

Ein isolierter Punkt x ist also kein Hdufungspunkt einer Folge aus M. Das bedeutet es gibt
Umgebungen U, (x), die nicht in M liegen.

Fur eine MengeM C K™ gilt:
MUH(M) = M.

Eine MengeM C K™ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle iatdthgspunkte enéit.

Satz von BoLZANO -WEIERSTRASS:
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8.2. Lineare Abbildungen auf deka™

1. Jede Cauchy-Folge Id™ konvergiert, d.h.: Der euklidische Rauit" ist vollstandig und
somit ein Banach-Raum.

2. Jede besclankte Folge inK™ besitzt eine konvergente Teilfolge (hat also mindestens
einen Haufungspunkt.

Analoge Aussagen gelten auch fiir Teilmengen des K". So hat etwa jede beschrinkte Teilmenge
des K" einen Hiufungspunkt. Diese zwei Aussagen gelten nur fiir endliche Vektorrdume; fiir
unendliche VRs (z.B. Cla, b], R[a,b]) sind sie im allgemeinen falsch.

e Produktr aume: Auf dem ProduktraunV = K" x K™ definiert man mit[{x, y}|| := +/||x||* + |[u]|*

eine naiirliche Norm. Dieser Raum kann mit déiit™ identifiziert werden. Diese Konstruktion
lasst sich auf (endlich dimensionale) Prodakine erweitern.

8.2 Lineare Abbildungen auf demK™"

e Regulare Matrizen: Fur MatrizeA € K™ sind folgende Aussageiquivalent:

1. Aistregufar.

2. Ax = bist fur jedesb € K™ eindeutig bsbar.
3. Ax = 0 ist nur durchx = 0 ldsbar.

4. RangA) =n.

5. defA) #0.

6.

Alle Eigenwerte vomA sind ungleich Null.
e Gleiche Matrizen: Zwei MatrizenA, A’ €¢ K™ ™ sindgleich wennAx = A'x, Vx € K™

e Ahnliche Matrizen: Zwei MatrizenA, A’ € K™ sind ahnlich, wenn mit einer regéren
Matrix T € K™ gilt: A’ = T AT

Ahnliche Matrizen sind also solche, die beziiglich zweier unterschiedlicher Basen die selbe
lineare Abbildung darstellen. Ihre Eigenwerte sind gleich.
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KAPITEL 9

Funktionen mehrerer Vanderlicher

9.1 Stetigkeit

Im folgenden werden Funktionen f : D C K™ — K betrachtet, deren Definitionsbereich offen ist.
Auch sind die folgenden Aussagen fiir beliebige Normen giiltig, da alle Normen auf K™ nach dem
Satz iiber die Norméiquivalenz gleich sind.

e Bilder und Urbilder von stetigen Abbildungen: Fur stetige Funktionefi : D € K™ — K
mit D offen gilt:

1. Das Urbildf~'(O) einer offenen Meng® c (D) ist offen.

2. Das Urbildf~'(A) einer abgeschlossenen Mengje— f(D) ist abgeschlossen.
3. Das Bildf(K) einer kompakten Mengk C D ist kompakt.

4. Das Bilf f(M) einer zusammerdmgenden Mengkl C D ist zusammendngend.

e Stetigkeit: Eine Funktionf : D — K™ heil3tstetigin einem Punkt € D, wenn fir jede Folge
(x")en in D gilt:

x® S5 a (ko) = f(x¥)>5fla) (k— o)
Sie heil3stetig inD, wenn sie in jedem Punkt aliy stetig ist.

e Satz Uiber stetige Funktionen:Eine Funtionf : D — K™ ist genau dann in einem Punktc D
stetig wenn es zu jedera > 0 eind. > 0 gibt, so dassifr x € D gilt:

Ix—a|| <6 = |[f(x)—Tfla)] <e.

Fur zwei stetige Funktionefi g : D — K™ sind auch die Summ&+ g, das Produkf - g und
im Falleg(x) # 0,x € D auch der Quotient/g stetig.

e Satz von der Beschénktheit: Eine stetige Funktioffi: D ¢ K™ — K ist auf jeder kompakten
MengeK C D beschankt d.h. Es gibt eine Konstantel ¢ mit:

suplf(x)| < M.

xeK
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9.2. Vektor- und Matrixwertige Funktionen

e Satz vom Extremum: Eine stetige Funktiori : D C K™ — K nimmt auf jeder kompakten
MengeK c D ihr MaximumundMinimuman, d.h. Es gibt Punkte™ undx™m, so dass:

f(x™) = supf(x)  f(x™") = inf f(x)

xeK xeK

e Satz von der gleichnéRigen Stetigkeit:Eine stetige Funktiori : D ¢ K™ — K ist auf einer
kompakten Meng& C D gleichnéRig stetigd.h. Zu jedene > 0 gibt es eind. > 0, so dass
fur allex,y € K gilt:

[x =yl <o = [f(x)=Ffly)| <e

e punktweise und gleichnéRige Konvergenz:Eine Folge von Funktionefy : D ¢ K™ —
K, k € N konvergiertpunktweisgegen eine Funktiofi: D — K, wenn fir allex € D gilt:

fr(x) = f(x) (k= o0)
Sie konvergiert gleich@ig, wenn gilt:

suplfe(x) — f(x)] = 0 (k — oo)

xeD

e Satz von der gleichn&3igen Konvergenz:Konvergiert eine Folge stetiger Funktionép :
D c K™ — K, k € N gleichmalig gegen eine Funktiadn D — K, so ist auch diese stetig.

e Zwischenwertsatz:Seif : D ¢ R™ — R stetig undD zusammenéingend. Dann nimmit fur
je zwei Punktea,b € D jeden Wert zwischeffi(a) undf(b) an. Insbesondere haim Falle
f(a)f(b) < 0 eine Nullstelle inD.

Die Bedingung f(a)f(b) < 0 bedeutet, dass einer der Beiden Funktionswerte groBer und einer
kleiner als Null ist.

9.2 Vektor- und Matrixwertige Funktionen

9.2.1 Vektorwertige Funktionen

e LIPSCHITZ -Stetigkeit: Eine Abbildungf : D C K™ — K™ heil3tLipschitz-stetigwenn mit
einer sogLipschitz-Konstanté > 0 gilt:

[f() =l <L-llx—vyll, vx,yeD.
Im FalleL < 1 heif3tf Kontraktionbzgl. der gev@thlten Norm.

e Starke Monotonie: Eine Abbildungf : D € R™ — R™ heifdtstark monotonwenn es eine
Konstantem > 0 gibt, so dassifr x,y € D qilt:

(f(x) —f(y),x —y), > m- [[x —y]3.

e BANACH 'scher Fixpunktsatz: Seif : D ¢ K™ — K™ eine Abbildung, iir welche die folgen-
den Bedingungen diflt sind:

1. f bildet eine abgeschlossene TeilmemMgec D in sich ab.
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9.2. Vektor- und Matrixwertige Funktionen

2. Auf M ist f eine Kontraktion mit Lipschitzkonstantee (0, 1).

Dann besitztf in M genau einen Fixpunkt* und fur jeden STartpunkt© € M konvergiert
die Folge der durch
x® = f(x*&1)  keN

definierten lterationn™ € M gegen diesen Fixpunkt € M mit der Fehlerabséizung:

*

e —x

L Lo
< T ).

Man interessiert sich fiir Losungen von Gleichungssystemen der folgenden Form:

f](X],...,Xn) — b]
f2(x1,..,Xn) = by

fulX1,...,%Xn) = bn.

Dies lésst sich natiirlich mit f : D C K™ — K™ und x, b € K™ auch schreiben als:
f(x) =b.

Im Allgemeinen lasst sich ein solches Gleichungssystem nicht mehr in expliziter Form x =
f~1(b) l6sen. Man kann dann aber versuchen eine Folge von Punkten x'™ zu konstruieren,
die gegen die Losung x* konvergiert. Man macht dazu den folgenden Ansatz (mit geeignetem
o € K\{0}):

X = g(xM) :=x™ — o (f(x¥) — ).

Ist x'¥) eine ideale Losung, gilt also f(x®)) = b, so folgt daraus: x**" = x(Y. Anschaulich
korrigiert also obige Abbildung den aktuellen Wert fiir die Losung mit einem MaB tiir die
Abweichung, die der Wert vom Idealwert hat. o sorgt dafiir, dass es sich bei g(x) wirklich
um eine Kontraktion handelt. Angewendet auf lineare Gleichungssysteme Ax = b, A €
K™™ x, b € K™ ergibt sich (siehe auch folgendes Lemma):

xF .= x5, (Axik) —b)

Das folgende Lemma gibt einen Wert fiir 0: 0 := W.

e Korollar/Anwendung zum Fixpunktsatz: R ICHARDSON -Iteration:
SeienA € K™™ hermitesch und positiv definit und € K™ gegeben. Dann konvergiert die
Fixpunktiteration

x = x (=1 —||A1|| : (Ax(kf” — b)» ke N

fur jeden Startwert©) gegen die bsung des Gleichungssystems

Ax =Db.
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9.2. Vektor- und Matrixwertige Funktionen

e Korollar/Anwendung zum Fixpunktsatz: nichtlineare Gleichungen:
Seienf : R™ — R™ eine Lipschitz-stetige, monotone Abbildung mit Lipschitz-Konstanoed
b € K™ gegeben. Dann hat die Gleichung

f(x)=Db

eine eindeutige dsungx*. Fur jeden Startwert©) konvergiert die sukzessive Iteration

k)

XM =xtV_g. (fx* ") —b), keN

fur jedesd € (0, 2) gegenx*.

9.2.2 Matrixfunktionen

e SeiA € K™™ eine hermite’sche Matrix mit (ihrer Vielfachheit entsprechend oftahéen)
Eigenwertem\,, ..., A,, € R. Istp € P, ein Polynom, dessen Nullstellen mit keinem der Eigen-

werte VOnA Ubereinstimmen, so ist die Matri{A) : Z ai A* regufr.
k=0

e Exponential- und trigonometrische Funktionen von Matrizen: Da auch i@ir Matrizen Expo-
nentialsummen konvergieren, kann man definieren:

=) —AK A)i=) (1) —A S AT
;)k! 3 codA) é( AT sin(A ;) 2k+1

Achtung: Fiir die skalare Exponentialfunktion gilt die Beziehung e* - e¥ = e*™¥. Diese ist
fiir die matrixwertige Exponentialfunktion nicht mehr unbedingt gegeben. Im Beweis dieser
Beziehung wird die Kommutativitéit der Multiplikation (xy = yx) ausgenutzt, die bei Matrizen
im Allgemeinen nicht gilt. Also:

at . aB #£ eME,

2B B+B

Die Funktionsgleichung gilt aber im Falle A = B: aPeP = e?® = ¢
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KAPITEL 10

Differenzierbare Funktionen ig™

10.1 Partielle Ableitung

10.1.1 Begriffsdefinition
e Partielle Ableitung:

1. SeiD € R" eine offene Menge. Eine Funktioch: D — R heif3t in einem Punkt €
D partiell differenzierbarbzgl. deri-ten Koordinatenrichtung, falls der folgende Limes
existiert.

fim f(x +he) —f(x)  of
h—0 h o axi
Man nennt dand;f(x) die partielle Ableitung bzgk; vonf in x.

2. Existieren in allen Punktex € D alle partiellen Ableitungen so heipartiell differen-
zierbar. Sind alle partielle Ableitungen stetige Funktionen Byfso heil3tf stetig partiell
differenzierbar.

3. Eine vektorwertige Funktiofi = (fq,...,f;) : D — R™ heil3t(stetig) partiell differen-
zierbar, wenn alle ihnre Komponentefi (stetig) partiell differenzierbar sind.

(x) = 0:f(x)

Beispiele:

1. Abstandsfunktion:

1 ZXi Xq
T X = X aiT ey Xy eee) = =0 ==
(x) = |Ixll, = NZk LX) =g T

e Mehrfache partielle Differenzierbarkeit: Sind fur eine partiell diff’bare Funktiorf : D C
R™ — R die partiellen Ableitungen;f : D — R wieder partiell diff’bar, so heil3f zweimal
partiell differenzierbarDieser Prozessbst sich ndlfrlich fortsetzen, solange die entstehenden
Ableitungen partiell diff’bar sind. Man schreibt:

k
9 9 f(x) = L(x).

aXi1 6xik aXi1 ce Xy

3, .0

123

f(x) =
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10.1. Partielle Ableitung

e SeiD c R" offen. Die Funktionf : D — R habe in einer Kugelumgeburig.(x) € D eines
Punktesx € D beschénkte partielle Ableitungen (odérseituberhaupt irk.(x) stetig partiell
diff’bar):

sup [0:f(x)| <M, i=1,..,n

x€Ky (x)

Dann istf stetig im Punkix.

e Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge: SeiD C R™ offen. Die Funktionf : D —
R sei in einer Umgebund(.(x) C D eines Punkteg € D zweimal stetig partiell diff’bar.
Dann gilt:

aiajf(X) = ajaif(X), l,] = ],...,TL

Allgemein ist Uir einek-mal stetig diff’bare Funktion die Reihenfolge der partiellen Ableitun-
gen vertauschbar.

10.1.2 Begriffe der Vektoranalysis

e Gradient (Vektor der ersten partiellen Ableitungen): SeiD c R™" eine offene Menge und
f : D — R eine partiell diff’bare Funktion. Der Vektor der ersten partiellen Ableitungen heifl3t
Gradientvon f im Punktx € D:

gradf(x) = Vf(x) := (61f(x), ...,anf(x)) e R™.
Produktregel fir den Gradienten: V(f - g) = g - (Vf) + - (Vg)

e JAcoOBI-Matrix/Funktionalmatrix und Funktionaldeterminante: SeiD C R™ eine offene
Menge undf : D — R™ eine partiell diff’bare Vektorfunktion. Die Matrix der ersten partiellen
Ableitungen heil3Eunktionalmatrixvon f im Punktx € D:

Je(x) = (35filx)) 1, € R™™,

ij=1

Man schreibt auch¢(x) = Vf(x). Im Fall m = n wird die Determinanté]¢(x)| von J¢(x)
Funktional-Determinantgenannt.

Matrixschreibweise:

Vii(x) 01f1(x) -+ Onfi(x)
J¢(x) := : = : : e R™™,
me(X) a]fm(X) e anfm(x)

e Divergenz: SeiD C R™ eine offene Menge unfl: D — R™" eine patrtiell diff’bare Funktion.
Die skalare Funktion

divf(x) =V - f(x):=0:f1(x) + ... + 0nfn(x) € R
wird Divergenzgenannt.

Produktregel fir die Divergenz: V - (fg) = (Vf)-g+f-(V-g)

© 2004 by Jan Krieger jén@jkrieger.de ) — 55—



10.1. Partielle Ableitung

e HEsSsSEMatrix (Matrix der zweiten partiellen Ableitungen): SeiD C R™ eine offene Men-
ge undf : D — R eine zweimal partiell diff’bare Funktion. Die Matrix der zweiten partiellen
Ableitungen heil3Hesse-Matrixvon f im Punktx € D

He(x) := (9:05f(x));._, € R™"

ij=1
Man schreibfH(x) = V2f(x).
Hier das ganze in Matrixschreibweise, nur um jeglichen Verwirrungen vorzubeugen:

onif(x) -+ Omnf(x)
H¢(x) := : : e R™™
arﬂf(x) e annf(x)

10.1.3 Totale Differenzierbarkeit

o totale Differenzierbarkeit: SeiD C R™" eine offene Menge. Eine Abbildung: D — R™
heil3t in einem Punkt € D total differenzierbar(oder einfactdifferenzierbaj, wenn es eine
lineare AbbildungDf(x) : R™ — R™*™ (das sogDifferential von f) gibt, so dass in einer
Umgebung vorx gilt:

f(x+h) =f(x) +Df(x) - h+w(h), heR"x+heD,

mit einer Funktionw : D — R™ der Art

i el

x+heD -0 ||h|
Diese Beziehung schreib man auch ahigekin der Formw(h) = o(||h|). Das Differential
vonf ist gerade die Funktionalmatrix van

Df(x) = J¢(x).

¢ Differenzierbarkeit: SeiD c R™ offen. Fur Funktionenf : D — R™ gilt:

1. Istfinx € D diff'bar, so ist es auch partiell diff’bar.
2. Ist f stetig partiell diff’bar in einer Umgebung vone D, so ist es dort auch diff’bar.

e Richtungsableitung: SeiD C R" offen undf : D — R im Punktx € D diff’'bar. Dann
existiert tir jeden Vektov € R™ mit ||v||, = 1 die ABleitung in Richtungy (Sog.Richtungs-
ableitung:

of f(x + tv) — f(x)

5, () = uf(x) = (V(x)) v o= lim ==

Da Vf(x) in die Richtung der groBten Steigung von f zeigt, ist die Richtungsableitung parallel
zu Vf(x) maximal.

o Kettenregel: SeienD¢ C R™ undDy, C R™ offene Mengen und : Dy — R"undf : D¢ —
R™ Abbildungen. Isig im Punktx € D4 und die Abbildung im Punktg(x) diff’bar, so ist die
Kompositionh := f o g im Punktx diff’bar und es gilt:

Dh(x) = Df(g(x)) - Dg(x).
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10.1. Partielle Ableitung

Dabei istDh(x) € R™™ Df(y) € R™™" Dg(x) € R™™ und der Punkt 'steht fur die
entsprechende Matrix-Multiplikation.
Komponentenweise bedeutet obige ForngeHg(x), i=1,...,n, j=1,... 1)

(Je]
6xi

m
(X1) ---)Xn)'
k=

oh, B of; .
3, X1 Xn) = Z] 3(oe ) (91(x), ey gm(x))

Im wesentlichen wird also iiber alle partiellen Ableitungen einer Komponente von h(x) nach
allen Komponenten von x summiert und jeweils die Kettenregel tiir partielle ABleitungen an-
gewandt.

e Beziehung zwischen den DifferenzierbarkeitenEs gelten folgende Implikationen. Die Um-
kehrung ist im allgemeinen falsch:

stetig partiell diff'bar = (total) diff’lbar = partiell diff’bar

Beispiel: Es gibt Funktionen, deren partielle Ableitungen existieren, die aber nicht total diff ’bar

sind.
R , 0,0
flx.y) = 4 FH V(x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)
Es gilt:
of y3—x%y x> — xy?
o _y—xy fy=_ Y
x  (Ct+u? racpdfy 2 +y2)2

Aber die Funktion ist in (0, 0) nicht stetig und also erst recht nicht diff’bar: Dies zeigt man etwa
mit der Folge (a,,) C R, mita, = (£,1) = (0,0) (n — o0):

n’'n

I/m
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10.1. Partielle Ableitung

10.1.4 Mittelwertsatze

e Mittelwertsatz: SeiD c R™ offen undf : D — R stetig diff’bar mit GradientVf(x). Ferner
seix € Dundh € R™so, dasx + sh € D fur0 < s < 1. Dann gilt:

f(x +h) —f(x) = (J] Vf(x + sh) ds) ‘h € R.
o

~~

€R™

Istf: D C R™ — R™ stetig diff’bar mit Jacobi-Matriq(x), so gilt:

1
f(x +h)—f(x) = (J J¢(x + sh) ds) ‘heR™
O /

~~
GRTTLXT\

Mit M := max |T;(x + sh)]|, gilt die folgende Abschtzung:

[T(x +h) = f(x)[l, < M[h],.
Dies bedeutet, dass die Funktibm D lokal Lipschitz-stetigst.

Anschaulich bedeutet der Mittelwertsatz, dass man entlang der Verbindungslinie h zwischen
x und x + h iiber die Ableitungen integriert (im Eindimensionalen entspricht das in etwa dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

Die Integration iiber Vektoren und Matrizen ist hier komponentenweise zu verstehen.

Fiir eine stetig diff ’bare Funktion f : D — R folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integral-
rechnung die Beziehung:

1
f(x +h) —f(x) = J (Vf(x+sh)) -hds = (Vf(x+th)) -h

0
Mit einem T € (0,1) als Zwischenwert. Die mehrdimensionale Mittelwertaussage hat keine
entsprechende differentielle Formulierung!
Das ganze kann man sich vorstellen, wie den eindimensionalen Mittelwertsatz entlang einer
Verbindungsstrecke h = b — a zwischen zwei Punkten a = x und b = x 4 h. Dabei ist dann
= = x + th ein Punkt auf der Geraden zwischen b und a.

ﬂﬁlﬂ@:v@u+m0-ﬁli

b —all b —all
—
=€p—a
Dabei ist ey der Einheitsvektor in Richtung b — a, mit ||ey_4|| = 1. Der eindimensionale
Mittelwertsatz besagt, dass es auf [a, b] C R ein & gibt, so dass gilt:
f(b) —f(a
(0) @) _ )
b—a

e Vertr aglichkeit von Normenbildung und Integration: Seif : [a,b] C R — R™ eine stetige,
vektorwertige Funktion. Dann gilt:
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10.2. TayLOR-Entwicklung imR™

10.2 TAYLOR -Entwicklung im R"
e Multi-Index-Notation: Furn-Tupela = (x4, ..., ) € Ng wird gesetzt:
|| := o1 + ..+ ol =o)L o

Furx = (xq,...,xn) € R™wird gesetzt:

x

x* =% X

n

Fur eine|«|-mal stetig diff’bare Funktion wird gesetzt:

ol
D*f:=07 ... 0% f = ——— .
! n Xy L xnn
e TAYLOR-Formel: SeiD C R™ eine offene Menge unél: D — R eine (r + 1)-mal stetig
diff’bare Funktion. Dann gilt fir jeden Vektorh € R™ mit x + sh € D, s € [0,1] die
Taylor-Formel:

fix+h) =Y Do:;(x) h* 4 RE, (x, h).

[ <r

Das Restglie®’ ., (x, h) hat in differentieller und integraler Form folgende Darstellung:

RE(x,h) = y DO po— 0c(0,1)
|o|=r+1

1
=(r+1) [ ¥ RN (g4t

!
0 |o|=r+1

e Darstellung der ersten Glieder der Taylor-Entwicklung: SeiD C R™ eine offene Menge
undf: D — R einer + 1-mal stetig diff’bare Funktion. Dann giltif allex € D und

flx+h) =) %&X)h‘* + w,(h),

lo]<r
mit Funktionenw, mit den Eigenschaftew,.(0) = 0 und

wx(h)
hoohzo R[S

Speziel im Fallr = 1 gilt mit dem Gradienteivf von f:
f(x +h) = f(x) + (Vf(x),h), + w;(h),
und im Fallr = 2 gilt mit der Hesse-MatriX; von f:

f(x 1+ h) = F(x) + (VF(x),h), + %(Hf(x)ﬁ, h), + wa(h).
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e TAYLOR -Reihe: Fur eine beliebig oft partiell diff'bare Funktioh: D € R™ — R und einem
Punktx € D heil3t die Reihe

Tx+h) =y 2 O‘;(X)h“
lo=0 )

die Taylor-Reihevon f in x. Die FUnktionf heil3treell analytischin x, wenn die Taylor-Reihe
vonf in einer Umgebung vor konvergiert mit

T (x) = f(x).

¢ hinreichende Konvergenzbedingungiir TAYLOR -Reihen: SeiD C R™ eine offene Menge
undf : D — R eine beliebig oft diff’lbare Funktion. Dann isin D reell analytisch, wenn gilt:

Rl (x,h) =0 (r—o0), x€D.

Eine hinreichende Bedingung dafist, dass die partiellen Ableitungen vémleichnal3ig be-
schéankt sind:
M(f) := sup(sup/D*f(x)|) < oo.
lo>0 x€D
e Darstellung der TAYLOR -Reihe durch Polynome: Wird eine beliebig oft stetig diff'bare
Funktionf : D € R™ — R in einer Umgebund,(x) C D durch eine Reihe homogener
PolynomeP, = > x*aufR™ mit dem Gradk = |«| dargestellt, so ist dies die Taylor-Reihe

lo=k
vonfin x:

f(x +h) = ZP ), x+heKi(x).
|ox|=0

Beispiel: Man betrachte die Funktion f(x1,%2) = 1= = 7= - Hier kann man einen

Trick benutzen, indem man in neue Koordinaten z := x1 + x, transformiert. So ldsst sich die
Bildung der Taylor-Reihe auf einen eindimensionalen Fall zuriickfiihren:

.I .l [e¢] (e ¢]

k __ k
= zt = (x1 +x
T—x1—%x2 1—(x1+x%2) 1—z Z ! 2)
~—— N—— =0 k=0
=f(x1,%2) =f(z)

10.3 Satziber implizite Funktionen

Im folgenden wird untersucht, inwiweit durch eine Gleichung
F(x,y) =0, xeD*yeDV
eine Funktion f(x) : D* — DV definiert wird, so dass gilt:
F(x,f(x)) =0, Vxe D~

Es stellt sich die Frage, ob diese implizite Funktion f eindeutig definiert ist. Besonders wichtig ist der
Spezialfall:
F(x) =x—g(y) =0.

Wird hierdurch eindeutig eine Funktion y = f(x) definiert, so gilt: y = f(x) = g~ '(x), man findet
also die Umkehrfunktion von g.
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10.3. SatZiber implizite Funktionen

Satzuber implizite Funktion: SeienD* C R™undDVY C R™ offene Mengen und : D* x DY —
R™ eine stetige diff’bare Abbildung. Ferner §&i {j) € D* x DV ein Punkt, mit:

F(%,4) =0
und reguérer Jacobi-MatrbDF(%,{) € R™™.

1. Dann gibt es Umgebungdii(X) x U({J) € D* x DY und eine stetige Funktiofh: U(X) —
U({), so dass
F(x,f(x)) =0, x e U(X).

2. Die Funktionf ist eindeutig bestimmt, d.h.: 16k, y) € U(X) x U({) ein Punkt mitF(x,y) = 0,
so isty = f(x).

3. Die Funktionf ist im Punktx diff’bar und ihre Jacobi-Matriy¢(X) € R™ ™ ist gegeben durch:

Ji(8) = —(DyF(%,9)) DLF(&, 0).

Bemerkungen: Wichtig ist hier vor Allem die Beziehung U(X) x U({j) C D* x DV, die besagt,
dass die Umgebungen kleiner sind, als die Definitionsbereiche. Dies ermoglicht es auch dann eineu-
tige implizite Funktionen f zu finden, wenn dies auf dem ganzen Definitionsbereich eigentlich nicht
moglich wire. Als Beispiel betrachte man

Fix,y) =x*+y?>—1=0.

Diese Gleichung beschreibt alle Punkte auf dem Einheitskreis. Durch formales Auflésen nachy erhalt
man:
flx) =y ==+vV1-—x2

Hier ist f also nicht eindeutig definiert. Betrachtet man aber nur kleine Umgebungen des Punkte (0, 1)
oder iiberhaupt irgendeine Umgebung eines Punkte (R,1)) mit R2 4+ {2 = 1 und § > 0, so ist dort f
als positiver Zweig eindeutig definiert.

Kleine schmutzige Merkregeln: Die Regularitit der D F(X,{) € R™ ™ impliziert deren Invertier-
barkeit und ist deswegen notig, um das Ergebnis J¢(R) = —DyF(X, ) 'DF(R,§) zu ermoglichen.
Man kann sich das ganze etwas besser merken, wenn man sich folgende typographische Beziehung
einpragt:

_dy  dF/dx  D,f

~dx  dF/dy  D,f

J¢(x)

Beispiel: Man betrachte die Funktion
F(X,U) = X2+y2 — 1.

Sie stellt den Einheitskreis it? dar. Es bleibt zu Kren, wo sie implizit eine Funktiofix) mit
F(x, f(x)) erklart. Formal erhlt man:

f(x) = £v1—x2

Die Ableitung nachy ist: D F(x,y) = 2y. Dies Jacobi-"Matrix’ muss regat sein, also vollen Rang
haben. Bei Zahlen bedeutet das, das$(x, y) # 0, was fir alley # 0 gegeben ist. Also existiert zu
jedem Punkt auf dem Graphénr,y) € G(F) c R?, mity # 0 eine offene Umgebung uix, y) in
der die implizierte Funktion eindeutig bestimmt ist.
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10.4. Regure/umkehrbare Funktionen

10.4 Reguére/umkehrbare Funktionen

e Regulare Abbildungen: SeiD C R™ offen. Eine Abbildungf : D — R™ heil3tregular in
X € D, wenn sie in einer Umgeburi. (%) C D stetig diff’bar und die Funktionalmatrij(X)
regufr ist (den vollen Rang hat). Sie heifégular auf D, wenn sie in jedem Punk € D
regufr ist.

e Umkehrabbildung: SeiD C R" offen undf : D — R™ regulr ink € D Dann gibt es eine
offene Umgebungl(k) C D vonx, die vonf bijektiv auf eine offene Umgebund({j) C R™
von{) := f(R) abgebildet wird. Die Umkehrabbildurfg’ : U({j) — U(R) ist ebenfalls regir
in § und fur ihre Funktionalmatrix und Funktionaldeterminante gilt:

Jer (0) =Te(R) 7, T () = Te(R)

Dieser Satz garantiert die lokale Umkehrbarkeit von Funktionen. Fiir die globale Umkehrbar-
keit wiirde man benétigen, dass die implizite Funktion g~" iiberall eindeutig definiert ist, was
nur unter sehr eingeschrinkten Bedingungen mdoglich ist.

Eine eineindeutige Abbildung f : D C R™ — R™ mit stetiger Umkehrabbildung hei8t HomGomor-
phismus. Sind f und ! stetig diff’bar, so spricht man von einem Diffeomorphismus.

Der Satz folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, wenn man dort die folgenden Setzungen
macht:

Fix,y)=x—fly) = y=F"(x)

Dann gilt fiir dei Jacobi-Matrix D F(x,y), die ja reguldr sein muss:
DyF(X) y) = _Dyf(y)

Dieses entspricht aber schon der Voraussetzung des Satzes iiber Umkehrabbildungen. Weiter
erhilt man D F(x,y) = E,, und daraus:

Je1(x) = —(DyF(x,y)) " DeF(x,y) = (Je(x))

¢ offene Abbildungen:Ist die Abbildungf : D € R™ — R™regufr, so ist tir jede offene Menge
O ¢ D auch die Bildmengé(O) offen. Solche Abbildungen werden auch affenbezeichnet.

10.5 Extremwertaufgaben

10.5.1 Lokale Extrema

In diesem Abschnitt sucht man Bedingungen und Charakterisierungen fiir lokale Extrema von Funk-
tionnf:D C R" — R.

e Loales Extremum: Eine Funktionf : D ¢ R™ — R hat in einem Punkt € D ein lokales
Extremumwenn auf einer Kugelumgeburg.(x) C D gilt:

f(x) = sup f(y) oder f(x) = inf f(y).

yeKe (%) yeKe (x)

Das Extremum ist strikt, wenn ex i0.(x) nur im Punktx angenommen wird.
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e notwendige Extremalbedingung:SeiD C R™ offen undf : D — R stetig diff'bar. Hatf in
einem Punkk € D ein lokales Extremum, so gilt:

Vf(x) =0.

¢ hinreichende Extremalbedingung:SeiD C R™ offen undf : D — R zweimal stetig diff’bar

und es sei in einem Punkte D:
Vf(x) =0.
Ist die Hesse-MariH¢(x) positiv definit so liegt inx ein striktes lokales Minimum, ist sige-

gativ definit so liegt inx ein striktes lokales Maximum. Ist siedefinit so kann inx iberhaupt
kein lokales Extremum vorliegen.

Der Beweis nutzt die Darstellung der Funktion f durch die Taylor-Entwicklung:

1 .
flx+h) =f(x)+ (VFf(x),h), +§(Hf(x)h, h), + w,(h).
T
=0 (Extremalbedingung)

Ist H¢(x) positiv definit, so gilt mit dem kleinesten Eigenwert A > 0: (H¢(x)h, h), > A Ih|%,
h € R™ Weiter wird fiir ein hinreichendes ||h|, < & nach Vorraussetzung: ||w,(h)|, <
A th@ Daraus erhélt man dann mit obiger Beziehung:

>0

A

1) — Flx) = 3 (Rl )+ @alh) > SA = o)l

2
<3 A3

10.5.2 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt sucht man Losungen von Optimierungsaufgaben mit Nebenbedingungen. Seien
F:D — Rundg:D — R diff 'bare Funktionen auf einer offenen Menge D C R™. Man sucht dann

einen PunktX € D mit:
F(R) =inf{F(x), x € K.(%), g(&) =0}.

Die Funktion g beschreibt also die Nebenbedingung, unter der ein X gesucht wird, fiir das F(X) mini-
mal ist.

e L AGRANGE-Multiplikatoren: SeiD C R™ offen und seierk, g : D — R zwei stetig diff’bare
Abbildungen. Ferner sé&i € D ein Punkt, in dent ein lokales Extremum unter der Nebenbe-
dingungg(x) = 0 besitzt, d.h. mit der Meng®! := {x € D| g(x) = 0} gilt auf einer Umge-
bunglU = K, (%) C D:

F(x) = inf F(x).

xeUnM

Ist dannVg(X) # 0, so gibt es einen sofiagrange-MultiplikatorA € R, so dass:
VE(R) =A-Vg(R).

Man kann die Aussage dieses Satzes auch so interpretieren, dass jeder lokale Minimalpunkt X
der FUnktion F unter der Nebenbedingung g(X) = 0 notwendig einen sog. Statioraren Punkt
der Lagrange Funktior{(x, A) darstellt:

L(x,A) :=F(x) —Ag(x), (x,A)eD xR.
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10.5. Extremwertaufgaben

Das bedeutet, dass fiir einen solchen Punkt (&, \) gilt:

VL(&,A) =VFR) —AVg(R) =0 & VFR) =AVg(R)

Beispiel: Man bestimme das Maximum der Funktion

2

auf der Spihre Sy = {x € R™|||x||, = 1}. Damit erhilt man die Nebenbedingung:

g(x):= fo— 1=0.
i=1

Da F und g offensichtlich aus Polynomen bestehen, sind sie stetig diff ’bar. Ein Minimum und
Maximum wird angenommen, weil die Spihre S; kompakt ist.

0.2
0.2
0.1
0.1
0.0

0.8

0.4
0.6 08

Fiir den Gradienten von g gilt: Vg(x) = 2x # 0,x € S;. Damit gelten die Vorraussetzungen
des Satzes iiber Lagrange-Multiplikatoremuf der ganzen Sphére S+, also in allen Potenziellen
Extremalpunkten X € Sy. D.h. man findet die Punkte X als Losungen des Gleichungssystems:

VF®R) =AVg(R) & d:F(R) =2dig(R), i=1,..,n, ReER" AR
Diese Gleichungssystem hat tiir dieses spezielle Problem die Gestalt:

2(R1 - Rn)?

BN S S \2 a2 .
2 =2A%i bzw.  (Ry1-...-Ra) =A%, i=1,.n
i

Diese Gleichung besagt, dass:

1 = n 1 1
o2 o2 O S )2 o2 o S V2 o oS V2
X7 =..=X, = x|X1....X und E X = (X X :1=>/TX' X = —.
1 n }\( 1 n) - k 7\( 1 n) )\( 1 n) n
N——
=1 (Nebenbed.)
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Damit erhélt man durch Einsetzen der rechten in die linke Gleichung:

Q%:...:Qi:l = Qi::t\/I mit: F(R) ::I:l.
n n nn
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KAPITEL 11

Kurven- FAchen- und Volumenintegrale

11.1 Inhaltsmessung von Mengen dd&™

11.1.1 Grundlagen

Im folgenden soll ein MaB fiir den Inhalt |M| von Mengen M C R™ definiert werden. Dieser Inhalt
sollte folgende Eigenschaften aufweisen:

1. Positivitit: [M| > 0.

2. Bewegungsinvarianz: M| = |M'|, wenn M und M’ isometrisch (kongruent) sind, d.h. durch
eine abstandserhaltende Transformation wie Verschiebung, Drehung und Spiegelung des R™
ineinander iiberfiihrt werden konnen.

3. Normierung: Der Einheitswiirfel W7 = [0, 1]™ hat den Inhalt [W;| = 1.
4. Additivititt MNN =@ = |MUN|=|M|+|N|.

Es ist zu beachten, dass man zwar im R und R? jeder Menge einen Inhalt mit obigen Eigenschaften
zuordnen kann, die aber schon im R3 nicht mehr unbedingt moglich ist.

e Intervallsummen: Fur Intervallsummers € $ mit einer nichtiberlappenden Darstellursg=

m
U Ik ist der Inhalt erkért durch:
k=1

Sli= Y I
k=1

Diese Definition hat offensichtlich folgende Eigenschaften:
-ScS = [§]L]S]
— [SUS < I[S[+15/]
-SNS'=9 = [SUS|=[S|+]S|
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11.1. Inhaltsmessung von Mengen @€s

11.1.2 DRDAN-Inhalt

e JORDAN-Inhalt: Fur beschankte (nicht-leere) Mengell C R™ sind derinnere Inhalt/M|;
und derauBBere InhaltM| , definiert durch:

M|, ;= su S < inf |S| = M|_.
Mi= sup ISl < inf ISI=: M,

Fur die leere Menge setzt maa|, = [@|, = 0.
Eine Menge heilijuadrierbar/mef3bar im Jordan’schen Sinmé& dem sogJordan-InhaltjM|,
wenn gilt:

M|, = M|, = M|

e JORDAN-Nullmengen: MengenM C R™ mit (auf3erem) InhaltM|, = 0 werdenJordan-
Nullmengergenannt. Man sagt, dass eine Ausstagtiiberall gilt, wenn sie in allen Punkten,
bis auf diejenigen aus einer Nullmenge qilt.

Fur Jordan-Nullmengenilt:

1. Jede Teilmenge einer Nullmenge ist ebenfalls Nullmenge.

2. Jede endliche Vereinigung von Nullmengen ist wieder Nullmenge; insbesondere endliche
MengenM = {xi|i € N} C R™
3. Jede in einem echten Untervektorraum Wh enthaltene bescankte MengeM C R™
ist Nullmenge.
Beispiel: 2-dimensionale Fliachen haben zwar ein 2-dimensionales Volumen (Flidchenin-
halt), aber kein 3-dimensionales.

4. IstM C R™ kompakt undf : M — R eine stetige Funktion, so ist ihr Graph
G(f) == {(x,f(x)) € R“H‘x e M}
eine(n + 1)-dimensionale Nullmenge.

Endliche Mengen sind Jordan-Nullmengen. Abzihlbar unendliche Mengen sind das nicht un-
bedingt.

Ein Beispiel fiir eine abzihlbar unendliche Menge, die Jordan-Nullmenge ist, ist die zu einer
konvergenten Folge (xn)neny — X gehorende Menge M := {x,, : n € N}. Jede Umgebung von
x enthilt zwar unendlich viele Punkte x,, € M, aber es gibt (aufgrund der Trennungseigen-
schaft des R) Umgebungen um die x,, die keine weiteren x;. # X, enthalten. (???)

Da bei der Definition des Jordan-Inhaltes nur endliche Verenigungen von Intervallen zugelas-
sen sind, hat z.B. die abzihlbare Menge X = Q™ N [0, L™ C R™ den dufleren Inhalt |X|, = L™
Wiirden auch unendliche Intervallsummen zugelassen, so erhielte man etwa fiir jede abzihlbare
Menge A :={x;:1 € N}

Jeder Punkt xi, € M liegt fiir jedes € > 0 in einem Wiirfel I, mit |I;| = e2~™*. Mit unendlichen
Vereinigungen gilt also (geometrische Reihe):

o0

Ao X L= 2= ——

k=1

Damit wire also auch die oben definierte Menge X Nullmenge, da sie ja abzéihlbar ist.
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11.1. Inhaltsmessung von Mengen @€s

e Quadrierbarkeit I: Eine beschinkte MengeM C R™ ist also genau danquadrierbar, wenn
es zu jedeng > 0 Intervallsummers ., S¢ € § gibt, mit:

S. C M C S¢, ISe| — IS€] < e.

e Quadrierbarkeit Il: Eine beschinkte MengeM C R™ ist genau danguadrierbar, wenn ihr
RandoM Nullmenge ist.

Zum Beweis zeige man, dass [M|; + [OM|, = [M|,. Also gilt |[M|, = |[M|, nur im Fall
loM|_ = 0.

e Lemma liber den JOoRDAN-Inhalt beschrankter Mengen: Fir beschankte MengeM, N C
R™ gilt:

MCN = M|, <IN[,, M| <IN

Ml =M, Ml =Ml

IMUNI, <[MJ,+IN],.

M NN°=g = [MUN| >[M| +|N|.

lim [Ue(M)], = Ml

Die e-Umgebungen von M approximieren also den du3eren Inhalt der Menge.

a k~ wnh e

Beispiel fiir eine nicht-quadrierbare Menge:
M:={xe[0,1* CR*x; € Q,i=1,2}

Dies ist die Menge aller im Einheitsquadrat des R? enthaltenen Punkte, deren Komponenten in
Q liegen. Man beachte, dass Q dicht in R liegt. Damit erhilt man:

M|, = |M‘a = ‘[O, 1]2‘ =1, M[;=M°,=10],=0 = Mist nicht quadrierbar.

e Fur den Jordan-Inhalt gilt:

1. Ist M quadrierbar, so giltM| = [M°| = |[M|. Insbesondere ist auch jedes beédlte

offene, oder halboffene Intervall quadrierbar. o
Beweis-Idee: Es gilt 9OM = 0M° = 0M. Damit sind M° und M quadrierbar. Daraus

leitet man dann leicht die z.z. Beziehung her.

2. Fur quadrierbare Mengem, N C R" sind auch Vereinigun@1 supN, SchnittM N N
und DifferenzM\N quadrierbar.
Beweis-Idee: Sei A eine der genannten Mengen. Dann gilt: 0A C OM U 0N, da [0M| =
|ON| = 0 ist also auch |0A| = 0 und A damit quadrierbar.

e Eigenschaften des ®RDAN-Inhaltes: Fur quadrierbare Mengewl, N C R™ gilt:
1. MonotonieeM Cc N = |MJ| <|N|.
2. Subadditiviét: [M supN| < |[M| + |NJ.
3. Additivitat: M°NN° =2 = |[MUN|=|M|+|N|.
4. MCN = [N\M|=|N|—-[M|.
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11.1. Inhaltsmessung von Mengen @€s

11.1.3 Wirfelsummen

Fiir manche Beweise und zur Anschauung ist es manchmal einfacher statt den Allgemeinen Inter-
vallsummen sog. Wiirfelsummen aus lauter gleichen Intervallwiirfeln zu verwenden. Diese werde in
diesem Abschnitt definiert und ihre Beziehung zum Jordan-Inhalt erldutert.

e Wirfel: Die Wurfel im R™ mit den Eckpunkted*-p,p € Z™, der Kanterdinge2* und dem
Inhalt2—* bilden die Mendén, derWiirfel k-ter Stufe

Die Wiirfel O-ter Stufe sind gerade die Einheitswiirfel. Ihre Kantenlinge ist 27° = 1. Ihre
Eckpunkte liegen auf dem ’Gitter’ der Punkte mit Komponenten aus den ganzen (positiven
und negativen) Zahlen in R™. Diese sind die Punkte p € Z". Ein Einheitswiirfel erstreckt
sich jeweils zwischen zwei benachbarten solcher Punkte. Nach definition sind beliebige Wiirfel
entweder gleich, oder disjunkt, also:

WinWo 428 = W =W, = W;nW,.

Zur Konstruktion der weiteren Einheitswiirfel wird jeweils die Lidnge der Kanten halbiert. Bei-
spiel:

— Wy :=1[0,1] x [0,1] € W, iiber R?. ist der 2-dimensionale Einheitswiirfel.

- W;:=10, %] x [0, %] € W iiber R?. Es gilt Wy C W,

— W,:=[0,1] x [0, 3] € W, iiber R%. Es gilt W, C Wy C W,

— usw. ad infinitum

e Wairfelsummen: Die Vereinigung solcher \#fel heiRtWurfelsummeFir eine besclimkte
MengeM C R™ setzt man:

M= |J W und M= (] W

WEW, WCM WEW, WNMAD

Die WirfelsummenM,, M¥ sind als spezielle Intervallsummen quadrierbar. Aus dieser Defi-

nition folgt direkt:
My C Myt c MM Mk, keN.

Fur die Inhalte gilt:
Ml < M| < [M¥|.

My enthilt alle Wiirfel, die ganz in der Menge liegen. Es approximiert also die Menge 'von
innen’. M¥ enthiilt dagegen alle Wiirfel in denen auch nur ein kleiner Teil der Menge M liegt,
approximiert die Menge also von auBen.

e beschinkte Mengen und Wurfelsummen: Fur beschénkte MengerM C R™ gilt:

M, = lim My, M, = lim |[M¥|.
k— o0

k— o0

11.1.4 Abbildungen von Mengen

Dieser Abschnitt behandelt Bedingungen unter denen die EIgenschaften offenund quadrierbareiner
Menge unter Abbildungen @ : R™ — R™ erhalten bleiben. Die entscheidende Eigenschaft ist hier die
Lipschitz-Stetigkeit. Einfache Stetigkeit reicht hier nicht aus.
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11.2. Das REMANN-Integral imR™

e SeiD C R™ (nicht leer) besctamkt und® : D — R™ eine Lipschitz-stetige Abbildung mit
Lipschitz-Konstantd.. Dann gilt fur die BildmengeD (D ):

[@(D)], <«Dl,,  «a=(Lvn)".

e SeiD c R™ (licht leer) offen und quadrierbar. Die Abbildurd: D — R™ sein inD L-stetig
und inD regufr (d.h.: stetig diff’bar mit de®’(x) # 0).

1. Die Bildmenge® (D) ist offen und quadrierbar und es gilt:

® (D) = (D), 00 (D) Cc ®(dD).

2. Ist ® in D injektiv, so gilto® (D) = ®©(aD). Ferner ist @ir jede quadrierbare Teilmenge
A C D auch die Bildmeng@(A) quadrierbar.

e SeiD C R™ nicht leer und® : D — R™ eine L-stetige Abbildung. Dann besitdt eine L-
stetige Fortsetzung : D — R™ mit ®| , = ®.
Damit ist der letzte Satz auch anwendbar, wenn @ nur auf D definiert ist und dort L-stetig.

¢ affin-lineare Abbildungen und Quadrierbarkeit: Es seiD C R™ eine quadrierbare Menge,
A C R™™ einen x n-Matrix undb € R™ ein Vektor. Dann ist auch die Bildmeng& D) der
wie folgt definierten affin-linearen Abbildung quadrierbar:

O(x) :=Ax+Db

Es qgilt:
|@(D)| = |detA] - |D|.

Bemerkungen zum Beweis: Jede Matrix regulire A hat eine Darstellung A = Q1/AQ2, mit or-
thonormalen Matrizen Q+, Q2 und einer Diagonalmatrix /\, deren Diagonalelemente Ay, ..., A,y
sind. Damit gilt:

|detA| = |det Q1AQ,)| = |[detA] = [Aq - ... - Ayl

Nun sind orthonormale Abbildungen abstandserhaltend. Eine Kugel K(0) wird also wieder auf
sich selbst abgebildet. Fiir den hier betrachteten Fall erhélt man also:

[P (K[ = 1QiAQ2(K)| = [DQa(K)| = A7 - o - Al - [Q2K)[ = [A7 - .. - A| - [K] = [detA[ - [K]

Fiir den letzten Schritt wurde benutzt, dass eine Digonalmatrix nur eine Streckung/Stauchung
entlang der Koordinatenachsen beschreibt.

e Bewegungsinvarianz:Der Jordan-Inhalt ist bewegungsinvariant, d.h. jede affin-lineare Ab-
bildung der Form®(x) = Qx + b mit einer orthonormalen Matrix) € R™™ und einem
Vektor b € R™ fuhrt quadrierbare Mengen in quadrierbare Mengbar und &3t den Inhalt
unvei@ndert.

11.2 Das REMANN -Integral im R™

Im folgenden wird das n-dimensionale Riemann-Integral von Funtionen f : D — R eingefiihrt. Fiir
den Definitionsbereich gilt dabei: D C R™ ist eine beliebige, nicht-leere und beschréiinkte, quadrierba-
re Menge. Viele der Definitionen und Begritfe haben eine direkte Entsprechung im 1-dimensionalen
Fall.
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11.2. Das REMANN-Integral imR™

11.2.1 Definition und Grundlagen

e Zerlegung: SeiD C R™ eine beliebige nicht-leere und beséhkte, quadrierbare Menge. Eine
endliche Zerlegung@ = {B;, i =1,..., m} der MengeD in quadrierbare Teilmenge®y C M
hat die Eigenschaften:

D=|JB, B{NB; =2, i#].
i=1

Die Durchschnitte diirfen also hochstens Nullmengen sein.
Die Menge aller solcher Zerlegungen vbmennt marZ (D). Die Feinheit|Z| einer Zerlegung
Z ={Bi} € Z(D) definiert man durch den Durchmesser ded¥gen Elementes der Zerlegung:

|Z| == ]rsvea;(dlam(Bi)

Eine VerfeinerungZ’ € Z(D) einer ZerlegungZ € Z(D) (in ZeichenD’ C D) ist eine
Zerlegung, in der all®; Teilmengen gewissé; € Z sind die also vollstindig in Z liegt, aber
evtl. weniger ’Raum abdeckt’.

e Ober- und Untersumme: Seif : D — R eine besclankte Funktion mit dem wie oben defi-
nierten Definitionsbereick C R™. Zu einer Zerlegung € Z(D) definiert man die zgéirige
Ober- und Untersumme:

Self)i= 3 Jof (F0)) -[Bdl, - Sa(f) = 3 _ sup(flx)) - [By
Fur eine Zerlegung@ mit VerfeinerungZ’ C Z gilt dann:
Sz(f) < Sz (f), Sz:(f) < Sz(f)

e Ober- und Unterintegral: Man definiert dan®ber- und Unterintegraiit den Bezeichnungen
aus den ersten zwei Punkten:

I(f)zj f(x)dx := sup S, T(f):JDf(x)dX:: inf S,

- Jp Zez(D) ZeZ(D)

Es folgt direkt aus dieser Definition:

e RIEMANN -Integral im R™ SeiD C R" quadrierbar. Sindiir eine besclamkte Funktion
f : D — R ihr Ober- und Unterintegral gleich, so heil3t der gemeinsame WerRaasann-
Integralvon f UiberD:

JDf(x)dx —J(£) = J(F) = T(f).

Die Funktionf hei3t damiRiemann-integrierbaDie Menge der Riemann-integrierbaren Funk-
tionenuberD wird mit R(D) bezeichnet.

e RIEMANN 'sches Integrabilitatskriterium: SeiD C R™ quadrierbar und : D — R eine
beschankte Funktionf ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn es zu jedem0 eine
ZerlegungZ. € Z(D) gibt, mit:

Sz.(f) =S, (f) <e.
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11.2. Das REMANN-Integral imR™

e RIEMANN -Summen: SeiD C R™ quadrierbar und : D — R eine besclhankte Funktion.
Dann konvergiertiir jede Folge von Zerlegungefy € Z(D) mit|Zy ] = 0 (k — o0):

Sz, (f) = J(f), Sz (f) — J(f) (k — oo).

Es istf R-integrierbar genau dann, wenir fiede Folge von Zerlegungefy, € Z(D) mit
|Zx] — 0 (k — oo) alle zugekirigen Riemann-Summen gegen den selben Limes konvergieren.
Dieser ist dann gerade das R-Integral ¥aiberD:

RSz (f) — J(f) :J f(x)dx (k — o0).
D

e Eigenschaften des REMANN -Integrals: SeiD C R™ quadrierbar. Das R-Integrdiber D
besitzt die Eigenschaften:

1. Eine R-integrierbare Funktiofi ist auch auf jeder quadrierbaren Teilmenge @rR-
integrierbar.

2. Linearitat: Furf,g € R(D)und«, f € Ristaf + g € R(D) und es gilt:
J(xf + Bg) = aJ (f) + BJ(g).
3. Monotonie:Fir f, g € R(D) folgt ausf(x) > g(x),x € D:
J(f) > J(g).
4. IstD = D, U D, mit zwei quadrierbaren Mengdn; N D§ = &, so gilt
Jo(f) =Jp, (f) + Jo, (f).
Die Aussagen 3,4 gelten auch fiir Ober- und Untersummen.

Ist eine Funktionf integrierbariberD mit m < f(x) < M,x € Dunde : [m,M] — R
eine L-stetige Funktion, so ist auch die Kompositipr f integrierbar. Desweiteren sind dann
integrierbar:

Ifl, fy, f_, fg, maxXf,g}, min{f g}

Im Falle inl;f(x) > 0 ist auchl /f integrierbar.
xXe

¢ Integrierbarkeit der charakteristischen Funktion: SeienA C D C R™ quadrierbare Men-
gen. Dann ist die charakteristische Funktignder MengeA tiberD integrierbar und es gilt:

J xald)dx = Al
D

e JORDAN-NULLMENGEN und Integrierbarkeit: Auf einer Jordan-Nullmeng® C R™ ist
jede besclankte Funktiorf : N — R integrierbar und es gilt:

JN f(x)dx = 0.

SeiD C R™ quadrierbar und : D — R beschankt. Dann ist entwedefiber alle drei Mengen
D¢ c D C D integrierbar, odetiber keine von diesen. Im ersteren Fall gilt:

JDf(x)dx = J ] f(x)dx = J f(x)dx.

D
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e RIEMANN -Integrierbarkeit stetiger Funktionen: SeiD C R™ quadrierbarund : D — R
beschankt und inD fastuberall stetig, d.hiiberall, bis auf eine Nullmengs C D. Dann istf

integrierbariberD. Insbesondere folgt ase C(D) und sugf(x)| < oo die Integrierbarkeit
xeD
vonf.

e Dreiecksungleichung:SeiD C R™ quadrierbar und integrierbariberD. Es gilt:

JD f(x)dx

< jD £(x)] dx.

11.2.2 Schranken- und Mittelwertsitze

e Schrankensatz:SeiD c R™ quadrierbar. Isf integrierbariberD und istm < f(x) < M, x €
D, so gilt:

m-ngJ f(x)dx <M - |D].
D

Allgemeiner gilt fur f, g integrierbariberD mit g > 0:

m-J g(x)dXSJ f(x)g(x)deM-J g(x)dx.
D D D

Die erste Beziehung folgt mit der speziell@ewichtsfunktiorgy(x) = 1.
o Mittelwertsatz: SeiD C R™ quadrierbar und auf D integrierbar. Dann gibt es eine Zahl

w e Rmit inf f(x) < p < supf(x), so dass:
xeD xeD

JDf(x)dx =ulD|.

Ist daiberhnau$ kompakt und zusammeahgend und isf stetig, so gibt es eiff € D mit
p=f(&).

11.2.3 Zusammenhang zwischen IRMANN -Integral und J ORDAN-Inhalt

¢ Ordinatenmenge/Normalbereich: SeiD C R™ quadrierbar und : D — R eine nicht-
negative Funktion. Dann ist die zug#ige Ordinatenmengeefiniert als:

M(f) := {(x,t) e R™'|x € D,0 < t < f(x)}.
Fiir Funktionen f : D C R — R entspricht dies der Flache unter dem Funktionsgraphen.

Allgemeiner definiert maniir zwei Funktionerf,g : D — R mit f > g den sogNormalbe-
reich:
M(f,g) := {(x,t) e R™'|x € D, g(x) <t < f(x)}.

Fiir Funktionen f,g : D C R — R entspricht dies der Flidche zwischen den Funktionsgraphen.

e SeiD C R™quadrierbar und, g : D — R beschankt und integrierbar mit > g. Dann ist der
NormalbereichVi(f, g) € R™! in R™*! quadrierbar mit:

IM(f, g)| = (f(x) — g(x))dx.
D
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Speziell giltur f > 0:
IM () :J f(x) dx.
D

Dies impliziert auch, dass der Graf@(f) einer integrierbaren Funktioh: D — R eine
Jordan-Nullmenge ilR™"! ist.

11.2.4 Vertauschung von Grenzprozessen

e SeiD C R™ quadrierbar undfy)wen €ine Folge voriiber D integrierbaren Funktionefy,
welche gleichral3ig gegen eine Funktion: D — R konvergiert. Dann ist auchintegrierbar
und es gilt:

J f(x)dx:J lim fi(x)dx = lim J fi(x)dx.
D D D

k— o0 k— o0

e SeiD C R™ quadrierbar undfy)cn €ine Folge voriiberD integrierbaren Funktionefy, fur
welche die Reihe

f(x) =Y filx)
k=1

auf D gleichnmaf3ig konvergiert. Dann ist audhntegrierbar aubD und es gilt:

f(x)dx = i fi(x)dx = i fe(x)dx
D D

k=1 k=1 JD

11.2.5 Satz von EBINI

e Satz von FUBINI: Seienl, C R™undI, C R™ kompakte Intervalle mit dem kartesischen
Produktl = I, x I, ¢ R™"™ undf eine aufl integrierbare Funktion. Ferner seidir jedes
festey € I, undx € I, die Funktionenf(-,y) bzw. f(x, -) integrierbariiberI, bzw.I,,. Dann
sind auch die Funktionen

Fx(y):zj fleu)dx,  Fy(x) = L f(x, y)dy

X

integrierbartiberI, bzw.I, und es gilt:

Lf(x,y)d(x,y) = Ly (L f(x,y)dx> dy = LX (Ly f(x)y)dy) dx.

Die Aussage dieses Satzes gilt natiirlich auch fiir die Zerlegung in mehr als zwei kompakte
Intervalle. Die Integrationsreihenfolge kann dann beliebig vertauscht werden.

Zur Anwendung des Satzes auf allgemeine Definitionsbereiche D auf denen f stetig ist, wird D
in ein Intervall I = I, x 1, eingebettet und auBerhalb von D durch 0 fortgesetzt:

N _Jflxy), (x,y)eD B N
f(x,y).—{o) e JDf(x,y)d(x,y)—Lxlyf(x,y)d(x,m
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11.2.6 Integraltransformationen

e Eindimensionaler Fall: Ein IntervallI = [a,b] € R werde durch ein Funktiop auf ein
Intervall (I) = [«, B] C R abgebildet, wobep(a) = «, @(b) =  gelte. Istp stetig diff’bar
und monoton wachsend/fallend (dd’ > 0/’ < 0), so gilt fur jedetiber (1) integrierbare
Funktionf : ¢(I) — R die Transformationsformel:

B ¢(b) b
J f(y)dyzij f(y)dyzj fp(d)) (2o (x))dx.

[ @(a) a
Insgesamt gilt dann alsdif ¢’ (x) # 0:
B b
| twiay = | frwiey = | omietrax
(D) lod

Fur affin-lineare Abbildungerp(x) = ax + b gilt also:dy = |¢’(x)|dx = |a|dx.

e Transformationssatz: Die MengeD C R™ sei offen und quadrierbar und die Funktidn:
D — R™ stetig diff'bar, injektiv und Lipschitz-stetig. Dann ist die Men@€ D) quadrierbar
und fur jede Funktioriiber® (D) integrierbaref ist die Funktion

F.=f(®d(-)) - |detd’(-)] : D — R

integrierbar. lr jede quadrierbare Teilmen@é C D gilt die Substitutionsregel
J f(y)dy :J f(D(x)) - |detd’(x)| - dx.
O(M) M

e SeiD C R™" offen und quadrierbar und : D — R™ eine stetig diff’'bare, Lipschitz-stetige
Abbildung. Rir jede quadrierbare Teilmen@é C D gilt dann:

[d(M)|, < JMdet®’(x)| dx.

e Standard-Koordinatensysteme:

1. ebene Polarkoordinaten{x,y) = ®(r,0) := (rcoso, rsino)

cosf rsind
= |det]o(r,0)] = ’—sine T COSO

= d(x,y) =rdrdo.
2. Zylinderkoordinaten:(x,y,z) = ®(r,0,z) := (rcosf, rsing, z)
= d(x,y,z) =rdrdo dz.

3. Kugelkoordinaten:(x,y,z) = ®(r,0, @) := (rcosb sing, rsind sing, rcosy)
= d(x,y,z) =r?sine dr do de.

e Rotationskorper: Das Volumen|D,,| des Rotationskrpers inR® mit der Randkurvex =
¢(z),z € [a,b] ist bestimmt durch:

b
Dyl = T[J ©(z)*dz.

a
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e Kugelvolumen: Das Volumen der Einheitskugel d&$'
K{M(0) = {x e R"||x|, < 1}

ist gegeben durch die folgenden Formeinderades = 2m bzw. ungeradea = 2m + 1:
2m+17.(m
1-3:-5-...-2m+1)°

n it n
K{M(0) = —, K{M(0)] =
m!

Die Volumen der Kugeln scheinen mit steigender Dimension anzusteigen. Dies ist aber ein
Trugschluss. Obige Formeln zeigen, dass IKS“)(O) — 0 (k — oo). Die Volumina der Wiirfel
[—1,1]™ C R™, mit 2™ gegen unendlich gehen. Diese Volumina entsprechen den Volumina der
Einheitskugeln bzgl. der Maximumsnorm!

11.2.7 Uneigentliches REMANN -Integral

¢ Ausschbpfende Folgen von MengenFur eine MengeM C R™ heil3t eine monoton wachsende
Folge(My)xen VON quadrierbaren Teilmengén,, ¢ M aussclpfend wenn fir jeder-Kugel
K. (0) := {x € R"|||x]|, < r} gilt:

Jm (M NKH(0)\My|  =0.

e uneigentliches REMANN -Integral: SeiD C R™ eine beliebige Menge (nicht notwendig be-
schiankt). Eine Funktionf : D — R heil3tiber D uneigentlich integrierbgrwenn mit der
Notation

Q¢ := {M C D|M quadrierbar und integrierbariiberM }

gilt:
J fldx <v, Me Qs
M

und wenn es eine bzdD ausscbpfende Folge von Mengdn, C Q; gibt mit

k— o0

JDf(x)dx = lim JD f(x)dx.

Der Limes heil3t dann daseigentliche Riemann-Integrabn f GberD.

e SeiD C R™ eine beliebige Menge und: D — R uneigentlich integrierbar. Dann idirfjede
ausscbpfende Folg€Dy)wen

JD f(x)dx = lim JD f(x)dx.

k— o0

D.h. das uneigentliche Integral ist undiplgig von der geahlten aussdbpfenden Folge.

11.3 Parameterablangige Integrale

Im folgenden werden parameterabhingige Integrale der folgenden Form betrachtet:

F(x) ::J f(x,y)dy, x € Dy
Dy
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e SeienD, ¢ R™ Dy C R™ quadrierbar undD,, kompakt. Dann gilt:

1. Istfin D, x D, stetig, so isF in D, stetig.

2. Ist D, offen und sindf und V,f stetig inD, x D, so istF in D stetig partiell diff’bar
und es gilt:

VFE(x) :J V,f(x,y)dy, xe€D,.
Dy

3. Ist D, offen und istf in Dy x D, k-mal stetig partiell diff’'bar bzglx, so istF k-mal stetig
partiell diff’bar in D,.

¢ Rotationsfreiheit von Gradientenfeldern: Eine auf einer offenen Kug® c R3 stetig diff’bare
Vektorfunktionv : B — R™ ist genau dann Gradient einer stetig diff’baren Funktio® — R,
d.h.v = Vf, wennV x v = 0 gilt. D.h. es gilt:

rot(gradf(x)) =0 & fist zweimal stetig diff’bar.
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