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KAPITEL 1

Grundbegriffe

1.1 Mengen, Abbildungen Gruppen, Ringe, Krper

1.1.1 Mengen
tM = [M|: Machtigkeit der Menge M (Anz. der enth. Elemente)
{} = @: leere Menge
N={1,2,3 ..} Menge der natrlichen Zahlen
7 ={0,4+1,£2 £3,...}: Menge der ganzen Zahlen
Q= {%I‘p €Z,qe N}: Menge der rationalen Zahlen
R: Menge der reellen Zahlen
C = {a+1ibla,b € Rundi* =—1}: Menge der komplexen
K [X]: Polynomring in der unbestimmtetauberkK.

SeienM; undM; Mengen:

M, ist Teilmenge vorM; (M C M;), wennx € M; = x € M,

SchnittmengeM; N M; = {x|x € M; undx € M,}

Vereinigungsmengevl; UM, = {x|x € M; oderx € M, }

DifferenzmengeM;
M; = {x|x € M;j undx ¢ M,}

kartesisches Produkil; x M, = {(x1,x2)|x1 € Mj undx; € M, }

zwei Mengen heil3en disjunkt, weti; " M, = &

1.1.2 Aquivalenzrelationen und -klassen

¢ Eine Aquivalenzrelation- auf einer MengéM ist eine beziehung zwischen ihren Elementen,
mit den Eigenschafteru(b, c € M):
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1.1. Mengen, Abbildungen Gruppen, Ringeérier

—a~a (Reflexivitat)
—a~b = b~a (Symmetrie)
—a~b,b~c = b~c (Transitivitat)

e Eine Aquivalenzklassda] auf einer MengeM ist definiert als:la] := {b € M| b ~ a} mit
ae M.

¢ Jede Menge zsiflt in disjunkte Aquivalenzklassen, denragen es eirk mit x € [a] und
x € [b], alsox ~aundx ~b,sogita~x~b = a~b = [a] = [b].

1.1.3 Abbildungen

Eine Abbildungf : A — B, a — f(a) ordnetjedem Element der Meng@ genau einElement der
MengeB zu.

e Eine Abbildung heil3tnjektiv odereindeutig wennva;,a, € A db € B : ((a,b), (az,b) €
f = a; = a,). D.h. eine injektive Abbildung ordnet jedem Elementc A eindeutig ein
b € B zu, sodass keine zwei unterschiedlichgna, € A auf das selb& abgebildet werden.
Zu jedemb € B lasst sich also nur genau aine A finden, dass auf durchf abgebildet wird.

e Eine Abbildung heil3surjektivy wennvb € Bda € A : ((a,b) € f) bzw.f(A) = B. D.h. Jedes
Element der Ergebnismen@emuss durch(a) mit einema € A ausgedickt werden knnen.
B lasst sich also vollandig ausA durch die Abbildung ,erzeugen®.

e Eine Abbildung heil3bijektiv, wenn sie sowohl injektiv, als auch surjektiv ist. Eine solche

Abbildung ist eineindeutig. Sie ordnet jedem= A genau eirb € B zu und trifft dabei jedes
Element inB genau einmal.

e Komposition: f(g(x)) & fog
e Identitat: f(g(x)) =x & fog=1d,

e Ist eine Abbildungf : X — Y bijektiv, dann existiert ein&Jmkehrfunktion f~':Y — X mit
f1(f(x)) =xbzw.f " of =id, undfo f' =1id, mitx € X undy € Y.

e Alternativdefinition fir Injektivitat, Surjektiviat, Bijektivitat (f : X — Y):

— finjektiv & es existiert eine Abbildung : Y — X mit g o f = id, bzw. g(f(x)) = x.
Daeiny € Y nur genau einmal ’getroffen’ wird, kann man eine Abbildung angeben, die
jedem Bild das Urbild zuordnet. Sie muss nur auf der Bildmenge f(X) C Y definiert sein!

— f surjektiv & es existiert eine Abbildung : Y — X mit f o g = id, bzw.f(g(y)) = v.
Da jedes Elementy € Y getroffen wird, kann man eine Abbildung angeben, die jedem
solchen y ein x = ¢(y) zuordnet, sodass dieses von f auf sich selbst abgebildet wird.

— fbijektiv & es existiert eine Abbildung : Y — X mit g o f =id, undf o g = id,, also
istg =f.
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1.1. Mengen, Abbildungen Gruppen, Ringeérier

1.1.4 Gruppen

e Eine Gruppeist ein Paar(G, ) bestehend aus einer nicht-leeren Merigeaind einer Ver-
knupfung “«* auf G, d.h. einer Abbildung

.- GxG — G
(a,b) +—— ax*b

mit folgenden Gruppenaxiomen:

G1: Assoziativgesetz * (b« c) = (a * b) x c.
G2: Es gibt ein “neutrales” Elememrtderart, dassifr allea € G: axe =a = e x a.
G3: zu jedema € G gibt es ein“inverses’ Element ' € Gmitaxa'=e=a"" x a.

e Es gibt genau ein neutrales Element G.

e Zujedema < G gibt es genau ein inverses Element € G. Weiterhin gilt(a=')~" = a und
(axb)'=a'«b'fura,b e G.

e Eine Grupp€G, x) heiRtabel'sche Gruppe (kommutatjfalls das Kommutativgesetz gilt, d.h.
axb=Dbxaflrallea,b € G.

e Sei(G, *) eine nicht-leere Menge mit einer assoziativen Végfang. Dann gil{ G, ) ist eine
Gruppe< zu je zwei Elementen, b € G gibtes einx,y € Gmitxxa=bundaxy =b.

e Untergruppe: SeiG eine Gruppe mit Verkinpfung+ und G’ C G eine nichtleere Teilmenge..
G’ heiRtUntergruppewenn fira,b € G'gilt: a+b € G/, a '€ G".

e Homomorphismus von Gruppen:SeienG undH Gruppen mit Verkidpfungem+ und. Eine
Abbildung ¢ : G — H heiRtHomomorphismuson Gruppewenn gilt:

p(la+b)=9(a)®e@(b), Vabeg
Es gilt (e € G, e € H bezeichnen die neutralen Elemente):
- ¢(e) =e

- o(a™) = ¢(a)
— Ist ¢ Isomorphismus, so isp~' Homomorphismus.

—1

e Beispiele fir Gruppen:

— Lineare Gruppe Die MengeM := {A € K™™"|A invertierba} ist zusammen mit der
Matrixmultiplikation - eine Gruppe mit neutralem Elemdnt:

GL(n,K) := (M, -).

— orthogonale und undre Gruppe

— Gruppe debijektiven Abbildungetsymmetrische Gruppe, Permutationsgruppi Men-
ge
S(X):={f: X X\f bijektiv }
ist zusammen mit der Hintereinanderausiung als Verkiipfung eine Gruppe.

IstX,, ={1,...,n} C N, so nenntman jedes < S,(X,) einePermutatiorund die Gruppe
S(Xn) die Permutationsgruppe.
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1.1. Mengen, Abbildungen Gruppen, Ringeérier

— 7Z,Q undR sind mit der Addition Gruppen.
Z ist mit der Multiplikation keine Gruppe, weil es nicht zu jedems Z ein Inverses gibt.

— zyklische GruppeMan teilt die ganzen Zahlen im € N disjunkte Teilklassen: Zu jedem
re€{0,1,...,m — 1} betrachtet man die Menge:
r+mZ:={r+a-mla€Z}.

Damit ist die Menger + mZ die Menge aller Zahler € Z, fur die gilt: r = x mod m.
Daher nennt mam + mZ die Restklasse modulo.. Man kann mit diesen Menge#h
disjunkt zerlegen:

Z = (04+mZ)sudl + mZ)U...U (m— 1+ mZ).

Man kann nun in der Menge der RestklasggmZ = {0, 1, ..., m — 1} eine Addition
erklaren @ := a + mZ ist die zua gelbrende Restklasse unde a heil3t Repasentant
der Restklasse):

a+b:=(a+b)

Zusammen mit dieser Addition ist die Men@@mZ der Restklassen modulo ein
abel’'sche Gruppe.

1.1.5 Ringe
e EinRing (R, +, ) besteht aus einer Mendgeund zwei Verkripfungen:

L[ RxR — R ~ [RxR — R
"1 (a,b) — a+b’ (a,b) — axb
so dass gilt:
R1: (R,+) ist eineabelsche Grupp® bezeichnet das neutrale Element.

R2: (R, ) ist assoziativd = (b x ¢) = (a * b) * ¢) und besitzt neutrales Elemeht£ 0. Dle
Existenz eines Inversen ist nichibtig.

R3: Das Distributivgesetz zu, b, c € R gilt:
(a+b)xc=axc+bx*xc
ax(b+c)=axb+axc
e (R, +,*) heiRtkommutativer Ringfalls (R, x) kommutativ @ « b = b * a) ist.
e (R, +,*) heiRtnullteilerfrei, falls fur allea,b € Rgilt: a*b =0 = a = 0 oderb = 0.

e Die Menge aller invertierbaren Elemente eines RinQdsezeichnet man miR*. Sie heil3en
EinheitenvonR.

e Unterringe: Ist R ein Ring undR’ C R eine Teilmenge, so hei®’ Unterring, wennR’
beziglich AdditionUntergruppga,b € R’ = a+ b,—a € R’) und bexiglich der Multipli-
kation abgeschlossen(b € R’ = a-b € R)ist.

¢ |Ideal eines RingesSei(R, +, ) ein komutativer Ring. Eine Teilmenge € R heil3tldeal von
R, wenn gilt:
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1.1. Mengen, Abbildungen Gruppen, Ringeérier

I1 abeZ = a—bel.
2 aeZ,reR = r-acl.

Die folgende Menge bildet ein Ideal Zr zum Endomorphismus F:
Zr == {p(t) € K[t]|[p(F) =0} C KI[t.

zum Nachweis: Fiir p1,p2 € Zr gilt: (p1 — p2)(F) = p1(F) — p2(F) = 0 — 0 = 0. Mit einem
Polynom r € K[t] (r(F) = F') und einem p € Zg gilt: (v - p)(F) =r(F) - p(F) =F -0 =0.

e Homomorphismus von Ringen: SeienR, S Ringe mit den Verkidpfungen+, -, ®,®. Eine
Verknipfunge : R — S hei3t Homomorphismus von Ringen, werim &llea, b € R gilt:

@(a+b)=¢@(a)® @(b), @(a-b)=@(a) ® @(b)

e Beispiele:

— 7Z, Q undR sind zusammen mit Multiplikation und Addition kommutative Ringe.

— Die Menge der auf einem IntervdllC R reellwertigen Funktionen ist zusammen mit den
folgenden Verkipfungen ein kommutativer Ring:

(f + 9)(x) :=f(x) + g(x), (f-g)(x) :=1f(x) - g(x).

— Auf der Gruppe der Restklass&ann man auch eine Multiplikation edden, mit der dann
Z,/mZ zu einem Ring wird.
Es gilt: Der RingZ/mZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn eine Primzahl ist.
zum Beweis: Ist m = k-l mit 1 < k,1 < m keine Primzahl, so ist: k, 1 #* 0, aber
O=m=k-1L

— Polynomringist kommutativer Ring.

1.1.6 Korper

Bei Ringen hat man das Problem, dass man im Allgemeinen nicht dividieren kann. Dieses Problem
wird behoben, indem man die Struktur der Korper einfiihrt, die auch die Inversen der Multiplikation
enthalten. Dies geschieht im folgenden Abschnitt.

e EinKorper (K, +, %) ist eine Menge mit zwei Verkipfungerd- und « mit

K1: (K,+) ist eineabelsche Gruppmit neutralem Elemerg.
K2: (K, x) istabelsche Gruppmiit neutralem Elemernit # 0.
K3: Das Distributivgesetz zu, b, ¢ € R gilt:

(a+b)xc=axc+bx*c
ax(b+c)=axb+axc
e Jeder Korper ist ein Ring.

e Jeder Kirper enthillt also neben den Elementem b, ...) selbst noch di@, die1 und die Inver-
sen beiglich der Addition (-a, —b,...) und der Multiplikation 6—', b=, ...). Damit entfalt
jeder Korper mindestens zwei Elementeund1.
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1.1. Mengen, Abbildungen Gruppen, Ringeérier

e esqilttax0=0=0x*a,(—a)xb=—axb,axb=0=— a =0oderb =0, also(K, +, )
ist ein nullteilerfreier Ring.

e Die Charakteristik ch&@K) einer Korpersk ist folgendermalf3en definiert:
Gibteseim e Nmitm=«1=1+1+...+1 =0, soist chafKk) = p, wobeip € N die kleinste
Zahl mitp x 1 = 0 ist. Andernfalls chaiK) = 0.

e SeiK ein Korper. Dann ist ch&K) = 0 oder gleich einer Primzahl.

e Ein KorperK heif3talgebraisch abgeschlossemenn jedes nicht konstante Polyndng K [X]
eine Nullstelle inK besitzt. D.h. jedes von Null verschiedene Polynomlkais] zerfallt iberk
vollstandig in Linearfaktoren.

e Beispiele:

— C, RundQ sind Korper.

— Der Restklassenrin@./mZ ist ein Korper, wennm prim ist. Hier ist die Charakteristik
des Korpers: chalZ/m7Z) = m.

1.1.7 Polynome

Da im Folgenden des 6fteren Eigenschaften von Polynomen gebraucht werden, sollen diese hier kurz
zusammengefasst werden.

e Polynom: SeiK ein Korper. Mit einerUnbestimmten, einem Symbol, das als Stellvertreter
fur eine Zahl steht erkkt man eirPolynom mit Koeffizienten ik f(t) als (ao, ...an € K):

f(t) =ap+ ajt+ ... + a,t™
Das Polynont = 0 heil3tNullpolynom Gilt a,, = 1 so nennt man ein Polynonormiert

e Polynomring: Ist K ein Korper, so ist die Meng&[t] der PolynomdiberK zusammen mit
der naitirlichen Addition und Multiplikation (durch Ausmultiplizieren) ekemmutativer Ring
Man nennt ihrPolynomring

e Grad eines PolynomsDen Grad eines Polynoms definiert man als:

—00 fallsf =0
degf :=
{max{v € N|a, #0} sonst

e FUrf, g e K[t] gilt:
dedqf - g) = degf + degg.

e Division mit Rest: Es seif # 0 ein Polynom au& [X]. Zu jedem Polynony € K [X] gibt es
dann Polynomey, r € K [X] mit:

g=qf+r und gradr) < gradf)

e Es seig € K[X] ein Polynom mit der Nullstellea € K (d.h. g(a) = 0), dann gibt es ein
g € K[X] mit
g(X)=(X—a)-q(X) und deg = (degg)—1.
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1.1. Mengen, Abbildungen Gruppen, Ringeérier

e SeiK ein beliebiger Krper,f € K[t] ein Polynom mitf £ 0 undk die Anzahl seiner Nullstel-
len. Dann gilt:
k < degf.

e IstK ein Korper, so hat Polynortf # 0) € K [X] vom Gradn hdochstens: Nullstellen inK.

¢ Vielfachheit von Nullstellen: Ist f € K[t] mit f # 0 ein Polynom und\ € K eine Nullstelle
vonf, so ist dieVielfachheit der Nullstell@ definiert als:

w(f,A) := max{r € N|f =(t—A)"-g mit g€ K[t]}

e Ein Polynomf € K[t] zerfalltin Linearfaktoren, wenn es zu ihm ejne K[t] mitdegg = 0 (al-
S0 ein konstantes Polynom, bzw. eine Zahl) gibt, so dgss K,1 =1, ..., k seien Nullstellen
von f undr; ihre Vielfachheiten):

f=(t—A)" e (E—A)™ - g

e Fundamentalsatz der Algebra:Jedes Polynonfi € C[t] mit degf > 0 hat mindestens eine
Nullstelle inC. Jedes solches Polynom ztf tiberC sogar vollsandig in Linearfaktoren.

e Istf € R[t] undA € C eine Nullstelle vonf, so ist auch das komplex Konjugierkeeine
Nullstelle vonf und es gilt sogar:

u(f,A) = u(f,A).
e Jedes Polynom € R[t] von ungeradem Grad hat mindestens eine reelle Nullstelle.

e Ein Polynomp € K[x] vom Graden wird durchn + 1 Wertepaare/Stiitzstellen (x, p(x))
definiert.

¢ Sind nur dien Nullstellen eines Polynoms € K[x] bekannt, so ist das Polynom bis auf einen
Faktor bestimmt: Seien etws, ..., A, die Nullstellen des Polynomg(x). Dann hatp mit
einem freien Faktox € K die Form:

Px) =0 (x—A1) - oo - (X —An).

Man kann ein Polynomm-ten Gtades also durch seimeNullstellen dafinieren, wenn man
verlangt, dass es normiert ist (Faktor déchsten PotenZ)).

e Minimalpolynom eines Ideals von PolynomenZu jedemldealZ C K[t] mit Z # {0} gibt es
ein eindeutiges Polynom mit folgenden Eigenschaften:

1. M ist normiert.
2. Fur jedesP € 7 gibtes einQ € K[t mitP =Q - M.

M heil3tMinimalpolynom vorx.

e Beispiel zur Polynomdivision:K =R, f = 3t3 + 2t + 1, g = t*> — 4t:

(3t3 +2t+1) @ (12 —4t) =3t + 12+ 20
— (32 —12t?)
= 12t +2t 41
- (12t +48t)
= 50t+ 1 (Rest)
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1.2. Vektoraume, Rang, Basis ...

1.1.8 Metriken

e Abstand/Metrik: SeiX irgend eine Menge. Eine Abbildungy-,-) : X x X — R heil3tMe-
trik/Abstand(auf X), wenn folgende Bedingungen @lit sind:

M1 Definitheit:d(x,y) >0, d(x,y)=0 & x=vy
M2 Symmetried(x,y) = d(y, x)
M3 Dreiecksungleichungd(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

e Das PaarX, d) wird metrischer Raum genannt.

e EineNorm ||-|| induziert auf ndirliche Weise eine Metrik auf Vektdgtumen:

d(x,y) =[x =yl .

1.2 \ektorraume, Rang, Basis ...

Im folgenden bezeichnat immer einen Vektorrauriiber dem Krperk.

1.2.1 Vektorraume

e EinVektorraum (linearer RaumV tiber einem KrperK ist ein Menge ir die es eine Addition
und eine skalare Multiplikation

JVxV — V . L JKxV — V
"1 (a,b) —— a+b’ (a,x) — axx

gibt, so dass:

V1: (V,+) ist eineabel'sche Gruppeit neutralem Elemerit (Nullvektor).

V2: Die Multiplikation mit Skalarenmuss in folgender Weise mit der Addition vexglich
sein:

1-x=xfurallexe V,(a-b)-x=(b-x)-afurallea,b e K,x e V.
a-(x4+y)=ax+ayund(a+b) -x =ax+ bxflrallex,y € V,und allea,b € K.

Ein Vektorraumiber dem KrperK = R wird reeller Raumgenannt.

e SeiW C V ein TeilmengeW heil3tUntervektorraum oderTeilraum von V, falls folgendes
gilt:

Uvi: W +# 2.
Uv2: v,iw e W =v+w e W (d.h. abgeschlossen gegier der Addition).
UV3: ve W, A € K= Av € W (d.h. abgeschlossen geder der skalaren Multiplikation).

Ein Untervektorraum muss also bzgl. Addition und skalarer Multiplikation abgeschlossen sein
und dart nicht leer sein.

@ € Vist ein Teilraum2 heilttrivialer Teilraum

Beispiele:

© 2004 by Jan Krieger jén@jkrieger.de ) —-10-



1.2. Vektoraume, Rang, Basis ...

— Ebenen und Geraden im R? sind Unterrdume.

— Sei A eine reelle m x n-Matrix. Dann ist die Losungsmenge des zugehorigen homogenen
Gleichungssystems ein Unterraum von R™:

W= {x € R"|Ax = 0}.

— Im Vektorraum V = Abb(R,R) der Abbildungen f : R — R hat man die Untervek-
torrdume:
R[t] € D(R,R) C C(R,R) C Abb(R,R).

D(R, R) : differenzierbare Funktionen, C(R,R) stetige Funktionen

e Ein Untervektorraum ist zusammen mit der induzierten Addition und Multiplikation wieder ein
Vektorraum.

e SeiV ein Vektorraum und eine beliebige IndemengeliFjedesi € I sei weiterhin ein Unter-
vektorraumwW; gegeben. Dann ist der Durchschnitt wieder ein UntervektorraumAron

We=W, = WCcV
iel
Fiir die Vereinigung gilt dieser Satz im Allgemeinen nicht! Als Beispiel kann die Vereinigung

zwischen zwei sich schneidenden Geraden im R? dienen. Ihr Schnitt besteht aus einem Punkt
und ist damit ein Vektorraum.

e SeienlU,, Uy, ..., U, Teilraume einesd/ektorraunesV. Besitzt dann jedes € V genau eine
Darstellung der Gestalt
v=u+u+..+u, mitu; € U

so sagt marV ist diedirekte Summeder Unterdaumell,, U, ..., U, und man schreibt:
V=UuoolWae..oU = @{:]ui

e Die Summe von Teilraumenist definiert als:

U; + U, := {LL] —I—u2]u1 e Uy,u, € UZ}

e Komplementarraum: Zu jedem Teilraunl eines endlich-dimensionalen vektorraunvegibt
es einen TeilraunV von V, der folgende Eigenschaften besitzt:
() unw ={0}
(i) U+W=YV.
Genau dann istV ein Komplemerdrraum zul in V, wenn sich jeder Vektor ausV eindeutig

darstellen&f3t, als:
v=u+w mitueldweWwW

e Dimensionsformel fir Teilr aume: SeienU und U’ Teilraume eines endlich-dimensionalen
K-VektorraunesV. Dann gilt die Formel:

dim(U+U’) =dimU +dimu’ — dim(Unu’)

U’ heil3ttransversakzu U in V, genau dann wenn: difbl + U’) = dimU 4+ dimU’.
U’ ist Komplemerdrraumzu U in V, genau dann wenn: divi = dim(U + U’) = dimU +
dimu’.
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1.2. Vektoraume, Rang, Basis ...

1.2.2 Linearkombination von Vektoren

e Seienu,, ..., u,, Vektoren eink-VektorraunesV. Ein Vektorv € V heil3tLinearkombination
vonug, ..., un, falls es Elemente, ..., a,, € K gibt, so dasy = aju; + ... + au,, ist.

SeiM C V eine Teilmenge. So hei3t Lvl := {v € V | v ist Linearkombination von Vektoren ad4}
lineare Hulle von M. Lin@ :={0}.

Es qilt:
— M CLnM,M=LInM & M ist Teilraum
— Lin(Lin M) = Lin M.
-MCM' = LinMCLnM.

Lin M ist der KkleinsteTeilraumvon V, der die MengeVl entlallt.

SeiV ein K-Vektorraum so hei3en die Vektoren, ..., v, € V linear unabhangig, falls gilt:
AVit v+ AWV =0 = A=A =..=A,=0

andernfalls heil3en sleear abhangig.

1.2.3 Isomorphie von Vektorraumen

e Gibt es fir K-VektorraumeV und W einenlsomorphismug : V. — W, so heil3tV isomorph
zu W, in Zeichen¥ ~ W (Aquivalenzrelation).

e Fundamentalsatz fir endlich erzeugte Vektorraume: Jeder endlich erzeugkeVektrorraum
istisomorph zu einerkK™. Endloch erzeugt&-Vektrorraume sind genau dann isomorph, wenn

gilt:
VW & dimV =dimW
1.2.4 Erzeugendensystem und Basis
e Seienuq,...,u, Vektorewn aus/. u,, ..., u, heillenErzeugendensystenvonV, wenn
V =Lin(uq,...,un).
e Enthallt ein Erzeugendensystem endlich viele Vektoren, so heil3t der aufgespannteeRaum
lich erzeugt

e Ein unverkirzbares Erzeugendensystém..., b, € V (V ist n-dimensionaleK-Vektorraumn)
heiRtBasisvonV, falls by, ..., b, linear unabhngig sind.

e Folgende Aussagen sitddjuivalent:

— B ist Basis vonV.

— B erzeugiv undB ist linear unabhngig.

— B ist ein minimales Erzeugendensystem %ofunverkirzbar).
— B ist eine maximalen linear unaléhgige Teilmenge voN.
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1.2. Vektoraume, Rang, Basis ...

e JedeVektorraumV besitzt eine Basis.
Jeder endlich erzeugiektorraumbesitzt eine endliche Basis.

Die obige Aussage kann man beweisen, indem man systemstisch eine Basis konstruiert:
Zuerst nimmt man einen beliebigen Vektor by # 0. Er bildet sicher eine Basis eines Unterrau-
mes von V. Nun priift man, ob By den ganzen Raum V aufspannt, also: Lin(b;) = V. Trifft
dies zu, so ist man fertig im anderen Falle wihlt man irgendeinen Vektor b, € V, der sich nicht
in Lin(by) enthalten ist und bildet so eine neue Basis {b1, b,}. Nun fihrt man so fort, bis ganz
V erzeugt wird.

e Basiserginzungssatz:Jede linear unaldmgige Teilmenge eink-VektorraunesV lasst sich
zu einer Basis egdnzen.

e KoordinatenvektorSeiV ein endlich erzeugterektorraumund seib = {by, ..., b} eine Basis
vonV. Jeder Vektou € V besitzt eine eindeutige Darstellung der Form

u= Z Aibi = A1by + Asbs + ... + Anby

i=1
Dasn-Tupel A1, ..., An) heil3t Koordinatenvektor bzgl. der Badls
e Beispiele:

— 1,t,t2,t3, ... bilden eine unendliche Basis déslynomringsK[t], der bzgl. der nairlich
definierten Addition und Multipikation ein Vektorraum ist. Der Vektorraum der Polynome
bis zum Graden istimmern + 1-dimensional, da aw® = 1 ein Basisvektor ist.

— (1,1) ist eine Basis des Vektorraum€s

— Die m x n-Matrizen, die nur an der Stelle,; eine1 und sonst Nullen haben, sind eine
Basis des Vaktorraumes der Matrizen.

1.2.5 Rang und Dimension

e Sei(uq,...,uy) ein m-Tupel von Vektoren au¥ (nicht notwendig paarweise verschieden).
DerRangvon (uy, ..., uy) istr (r = Randuy, ..., u.,)), falls

1. {uy, ..., u,} besitzt linear unakidmgige Teilmenge ausVektoren.
2. Jede Teilmenge vofu,, ..., u..} ausr 4+ 1 Vektoren ist linear abdngig.

Randuy, ..., u,,) istalso die maximale Anzahl von linear undolgigen Vektoren i, ..., u.,).

e Alle Basen vonV haben die selbe Anzahl an Elementen. In Zeichen:
SeienB = {by,...,b,} undC = ¢y, ..., c,n Basen vorV, dann gilth = m.
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1.3. Matrizen

¢ V hat dieDimensionn = dimg V, falls V eine Basis aus. Elementen besitzt (also alle seine
Basenn Elemente enthalten). Es gilt:

- V=0 = dmgV=0
— ist V nicht endlich erzeugt, so sagt m#frist unendlich dimensional (diglV = o0).

— SeidimgV =nund(uy,...,u,) einm-Tupel aus Vektoren aug. Dann gilt:
B ={u,...,u,}istBasisvon V & Randuy,...,u,) =nundn=m

1.3 Matrizen

e Rang einer Matrix: Der (Spalten-)Rang einer beliebiganx m-Matrix A mit den Spalten-
Vektorenu,, ..., u,, ist gegeben durch:

RangA = Randuy, ..., u,)
Der Zeilenrang ist entsprechend definiert und es gilt:

— Zeilenrang = Spaltenrang
— Der Rang einer Matrix ist die maximale Zahl ihrer linear urafdigen Zeilen-/Spaltenvektoren.

e Die Gesamtheit allen x n-Matrizentiber einem KrperK wird mit M (n, K) bezeichnet und
ist ein Ring.

e Die transponierte MatriXA zu einerm x n-Matrix A berechnet sich, wie folgt:

an a2 ... Qn app a1 ... Qpu

az 4z ... Qzn ;2 422 ... Qm2
A= . . . = ‘A= 7 ] .

Qm1 QGm2 ... Omn Ain A2n ... Qmn

e Eine MatrixA € Endk(V) heitnilpotent, wenn es eirk > 1 gibt, sodas\k = 0.
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KAPITEL 2

Lineare Abbildungen

2.1 Homorphismen

e SeienV, W K-Vektorraume. Eine Abbildundg : V — W heil3tHomomorphismus (lineare
Abbildung), falls (x,y € V und a € K):

fix+y) = f(x)+1(y)
fla-y) = a-f(x)
— Ein Homomorphismus$ : V — V hei3tEndomorphismus

— Ein Homomorphismus$ : V — W heil3tisomorphismus, falls f bijektiv ist.
Man sagfV undW sindisomorph(In Zeichen:vV = W).

— Ein Isomorphismus : V — V heildtAutomorphismus.

e SeienV undW K-Vektorraume. Dann bezeichnet HaiV, W) die Menge aller linearer Abbil-
dungen (Homomorphismen) vannachW.
Homg(V, W) ist einK-Vektorraumdurch folgende Definitionfg, f, € Homg(V, W), a € K):

f]-l-fzi V—)VV, Xl—>(f1+f2)(X) Z:f](X)-l-fz(X)
a-fqo: V=W, x = (a-f2)(x):=a-fi(x)

SindV und W VektorraumeliberK, so ist auch Hom(V, W) ein Vektorraumuber K.
e Rechenregeln tir Homomorphismen:

— Distributivgesetzeg o (f1 + f;) =gofi+gof, und (g1 +g2)of=giof+goof
— Assozitaivgesetzro (gof) = (hog)of und a(gof) =(ag)of=go(af),aceK
— Es existiert eine identische Abbildung id mit:dél= f o id = f.

e Der Endomorphismenring ist definiert durch: End(V) := Homg(V, V)
Es ist weder kommutativ, noch nullteilerfrei.
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2.2. lineare Abbildungen und Matrizen

e Seif: V — W ein Homomorphismus. Dann sei:

Kernf = {veV|f(v) =0} Kernvonf,
Imf = {we W]Esqgibteinve V mitf(v) =w} Bild vonf,
Rangf := dim(Imf)
Weiterhin gilt:

— SeiF : V — W linear undBy, ..., b,, Basis vonV, sowieaq; := f(b;) furi =1, ...,n, so
gilt:
dim(Imf) = Randay, ..., a,)

e Dimensionsformel fir lineare Abbildungen: Seif : V. — W linear undV endlich erzeugt,
dann gilt:
dim(Im f) 4+ dim(Kernf) = dimV.

e WeitereKriterien f Ur Injektivit at/Surjektivit at einer linearen Abbildung: vV — W:

— finjektiv & Kernf = {0}
zum Beweis: Angenommen es gidbe zwei Vektoren v,w € V mit f(v) = f(w) (also f
nicht injektiv), so folgt: f(v) — f(w) = f(v—w) = 0, also ist der Vektorv —w € Kernf.
Damit ist der Kern nur gleich {0}, wenn aus obigen Bedingungen folgt, dass v = w, also
f injektiv. Die andere Richtung ist klar.

— fsurjektive Imf =W

2.2 lineare Abbildungen und Matrizen

e Seif : V — Wlinear,B = (by,...,b,) Basis vonvV undC = (cy, ..., cn) Basis vonW. Dann
beschreibt die Matrix der Form:

an a2 ... Qi

anq azy ... Qyn
A = gMc(f) =

AQmi OGm2 ... Omn

mit durchf(b;) = ) ajc;, i = 1,...,n eindeutig bestimmten Zahlem; die Abbildungf
j=1

)7
beziglich derBasenB und C und heif3t Koordinatenmatrix.

Merkregel: Das Bild von b; wird in der Basis C dargestellt. Die dadurch definierten Koeffizi-
enten Ay, ..., Qi bilden die i-te Spalte der Koordinatenmatrix.

Dies lésst sich fiir Abbildungen zwischen gleichen Basen B = (by, ..., b,,) einsehen, wenn man
davon ausgeht, dass ein Vektor x in der Basis B dargestellt wird durch:

n
X = E Xkbk
k=1
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2.2. lineare Abbildungen und Matrizen

Dabei sind xy, € K Zahlen und by, € V Basisvektoren! Auf diesen wendet man dann die lineare
Abbildung f an und erhalt:

f(x) =f (Z xkbk> = > xif(by)
k=1 k=1

Damit erhélt man die Matrixdarstellung:

a apz ... Qin

any az ... Qn
A = sMs(f) = : S : -

AGm1 Am2 ... Omn

Aul3erdem gilt:

— Rangdf) = RandA)

— Alle Rechenregelnifr Homomorphismeiiibertragen sich auf Matrizen, also gilt (wenn
die Matrixprodukte definiert sind!):

A(B;+B,) =AB;+ AB,

(A; +A,)B = A;B + A,B

a(AB) = (aA)B =A(aB), ae K
A(BC) = (AB)C

— Die identische Abbildung id wird durch die x n-Einheitsmatrix dargestellt:

0 ... 0
e
0 0 1

e Beispiel: Angenommen man mdochte die lineare Abbildung f : (x,y) — (3x — 2y,x + y)
als Matrix darstellen. Die Darstellende Matrix gMc(f) wird je nach Wahl der Basen B, C des
Ausgangs und Zielraumes unterschiedliche Zahlen enthalten.

Allgemein stellt sich das Problem, dass sich die Abbildung unter Beibehaltung der Basis leicht
ausrechnen lasst, man allerdings noch den Basiswechsel mit in die Basis integrieren mdchte.
Also rechnet man zuerst das Ergebnis in der Ausgangsbasis B aus und rechnet dann auf die
neue Basis C um, stellt also f(ag) in der Basis C, also als Linearkombination von deren Basis-
vektoren (ci)ney dar.
. . . 3 -2
— Fiir den einfachen Fall B = C = {(1,0), (0, 1)} gilt: gMc(f) = gMg(f) = 11
Im Fall B = C wird die Koordinatenmatrix also einfach aus den Koeffizienten der Funk-
tionsgleichungen von f gebildet.
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2.3. Isomorphismen

— Im Fall B = {(1,0),(0,1)} und C ={(3,1),(—2,1)} sind die Bilder von (0,1) und (1,0)
gerade die gegebenen Basisvektoren von C. Also haben sie dort die Koordinatendarstel-
lung (3,1)g = (0,1)¢c bzw. (—2,1)g = (1,0)¢c. Damit ist die Koordinatenmatrix gleich

10

0 1

— Nun gelte B = {(5,8), (—1,1)} und C = {(0,1), (1, 1)}. Zuerst berechnet man die Bilder
der Basisvektoren von B in B: f(5,8) = (—1, 13). Danach sucht man Koeffizienten «, [3,

so dass (—1,13) = «(0,1) 4+ (1, 1). Daraus ergibt sich dann: gMc(f) = (154 :;)

der Einheitsmatrix: gMc(f) =

2.3 Isomorphismen

e SeienV und W Vektorraume mit dimV = n und dimW = m. Fur eine lineare Abbildung
f:V — W sind danraquivalent:
1. fistlsomorphismus (alsobijektiv).
2. Es gilt: m = n und Rangf) = n.
3. Eine Matrix A € K™™ fur welche die lin. AbbildungA : K™ — K™ eine Isomorphismus
ist, nennt mannvertierbar.
e Basis-Isomorphismus:

¢ Ubergangsmatrix: SeiV ein n-dimensionalek-Vektorraummit denBasenB = (by, ..., by)
undB’ = (b}, ..., b.), dann gilt:

n
b]/ = ZSﬁbi ] = 1,...,T‘L
i=1

Die Matrix S = (s,q)p.q Mit durch oben eindeutig bestimmten Elementen hgiérgangsma-
trix von B nachB’: TJ,.

Die Ubergangsmatrix voB’ nachB ist die Inverses—' zusS.

Die Ubergangsmatrix hat nach Definition folgende Eigenschaft:

Vv = X]b] + ...+ Xzbn = y1b{ + ... +ynb;1

U1 X1
un / B xn /B

Sie transformiert also die Koordinaten eines beliebigen VektoBs in diejenigen inB’.

Merkregel: Seien die Vektoren der Basis C als Linearkombination der Basisvektoren von B
gegeben. Es gelte also:
X5 = S151 + ...+ SnjVn.

Dann gilt T}, = S, wobei S = (sy;) die Matrix mit den obigen Koeffizienten als Spalten ist.
Damit ist die Losung des Problems auf das finden der inversen Matrix zuriickgefiihrt.

Als Beispiel betrachte man Den Ubergang von der Basis B = { (é) , (?) } zur Basis C =
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2.3. Isomorphismen

2 1
also in der Basis B angegeben. Das kann man auch so schreiben:

-2 () ()

Damit erhilt man schon die Matrix
51
B _
(3 1).

Diese iibersetzt Koordinatenvektoren zur Basis C in Koordinatenvektoren zur Basis B. Die ei-
gentlich gesuchte Matrix ist aber TS = (T8)~'. Man erhiilt sie durch Losung des Gleichungs-
systems, das folgendermal3en gegeben ist:

{ (5> , (1) } Dabei sind die Vektoren aus C hier als Linearkombination der Vektoren aus B,

¢ Tg = E;
5 1y (fa by _ (10
21 c d/  \0 1
Als Losung erhélt man:

Fiir diese Matrix gilt etwa:
ree Ll (1 =TY (5) (0
B =3 2 5)7\2) 7 \o)

e Transformation der Koordinatenmatrix bei Basiswechsel:Es seinV einen-dimensionaler
K-Vektorraum mitBasenB und B’ und W ein m-dimensionaleK-Vektorraummit BasenC
und C’. A sei die Koordinatenmatrix einer lin. Abbildurfg: V- — W bzgl. B und C. Dann
besitztF bzgl. B’ und C’ die Koordinatenmatrix

Al =TAS™!

wobei S die Ubergangsmatrix voiB nachB’ und T die Ubergangsmatrix vol€ nachC’ be-
zeichnet.
Fur Endomorphismeifi: V — V gilt analog:

A’ =SAS™!

Das folgende komutative Diagramm veranschaulicht den Basiswechsel:
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2.4. lineare Gruppe eines Vektorraumes

MB
K™ Mc Km Basen B (von K™), bzw. C (von K™)

e

K™ M‘él, X K™ Basen B’ (von K™), bzw. C’ (von K™)

¢ Aquivalenz von Matrizen: Zwein x m-MatrizenA undA’ heiReraquivalent, wenn es inver-
tierbare Matrizers € K™™ undT € K™™ gibt, so das\’ = T'AS gilt. Man schreibt dann
A ~ A’ (Aquivalenzrelatiof).

e Ahnlichkeit von Matrizen: Zwei n x n-Matrizen A und A’ heiRenahnlich, wenn es eine
invertierbare MatrixS € K™™ gibt, so dassA’ = S—TAS gilt. Man schreibt danmA ~ A’
(Aquivalenzrelatiof).

e Es seiV ein n-dimensionaleK-Vektorraum Fur einf € Endg(V) sindaquivalent:

f:V — Vistisomorphismus

f ist invertierbar in End(V).

Es gibt eing € End¢(V) mit g o f = idy.

Es gibt einh € Endk(V) mit f o h = idy,.

Es istf £ 0, undf ist kein Nullteiler in Eng(V).
Rangf = n.

f:V — Vistsurjektiv.

f:V — Vistinjektiv.

f:V — Vist alsobijektiv.

© ©® N gk wNPRE

analoges qiltiir n x n-Matrizen.

2.4 lineare Gruppe eines Vektorraumes

e Die Gruppeder invertierbaren Elemente im Endomorphismenring&hd einesK Vektorraumes
V wird als lineare Gruppe GL V) bezeichnet und es gilt: GI(V) := End(V)* (sieheEin-
heiten eines RinggsFur n x n-MatrizerilberK heif3t die lineare Gruppe Gh, K)

(Es gilt: A € GL(n,K) = detA #0)

e Die spezielle lineare Gruppe $h, K) ist die Gruppe aller MatrizeA € M,,(K) mit
defA) =1.
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KAPITEL 3

Determinanten

3.1 Definition und Grundeigenschaften

e Definition: Eine Abbildung det K™™ — K heif3tDeterminantenfunktion, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzt:

D1 Linearitat in einer Zeile:Furi =1, ...,n gilt also:
Ci:OCCIi—I-Bbi = det Ci = « - det a; —|—[:’>-det b;

D2 detist alternierend:Hat A zwei gleiche Zeilen, so gilt: dét = 0.
D3 Normierung:Fur die Einheitsmatri,, € K™" gilt: d(E,,) = 1.

Zu jeder Zahh € N gibt es genau eine Determinantenfunktion. Sie wird mitAl¢bezeichnet,
wobeiA € K™™,
Eine Determinante hat folgende weitere Eigenschaften:

D4 Fur jedes\ € K gilt:
defA- A) =A™ - detA.
D5 Ist eine Zeile vorA gleich Null, so folgt: deA = 0.
D6 EntstehtB durch eine Zeilenvertauschung alisso ist deB = — detA.
D7 EntstehtB durch addition dea-fachen deii-ten Zeile zurj-ten, so gilt deB = detA
D8 Ist A eine obere Dreiecksmatrix, so gilt:

A1
detA = det ot =AM A
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3.2. Determinanten von Endomorphismen endlich dimensionaler Vakioe

D9 Sein > 2undA € K™™ mit quadratischen MatrizeA, A, so gilt:

Ar C

detA = det( 0 A,

) = (detA1) : (detAz)

D10 detA=0 & RangA <n.
D11 Fur alleA,B € K™™ gilt:

defA - B) = (detA) - (detB).

D12 Fur invertierbare Matrized € GL(n, K) gilt:

1
-1\ __ -1 __
def A7) = (detA) ' = deiA”

D13 Symmetrie:
detA) = det ‘A).

¢ Entwicklung nach der n-ten Spalte: Fur jede Determinante einer x n-Matrix gilt:

n

detA) = [Al = ¥ (~1)" T, detAy)

j=1

WobeiA;; diejenige(n — 1) x (n — 1)-Matrix beschreibt, die durch streichen der i-ten Spalte
und j-ten Zeile entsteht. Als Merkhilféif die Vorzeichen:

+ -+ -
+ -]+
+ -+ -
S+ -+

e Determinantenkriterium f Ur invertierbare Matrizen: Eine Matrixn x n-Matrix A ist genau
dann invertierbar, wenn det) # 0.

3.2 Determinanten von Endomorphismen endlich dimensionaler
Vektorr aume

e Definition: Es seiV ein N-dimensionaleK-Vektorraumundf : V — V ein Endomorphismus
vonV. dann ist deff) := detf A ), wobeiA eine Koordinatenmatrix vofbzgl. einerBasisvon
Vist.

e Spur einer Matrix: Fur jede quadratische x n-Matrix A ist ihre Spur, wie folgt definiert:
Spr(A) = Z Qi
i=1

und es gilt:

— SpufAB) = SpurBA)
— SpuS~'AS) = Spur{A), wobeiS € GL(n, K) invertierbar.
— Spui(f) := SpurfA)
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KAPITEL 4

Eigenvektoren und charakteristisches Polynom

4.1 Eigenwert und Eigenvektor

e Eigenvektor: Es seif : V — V ein Endomorphismus eind&\VektorraunesV. Ein Vektor
x # 0 ausV heil3t Eigenvektor vorf, falls es eine Zahh € K gibt mit

fx = Ax

e Eigenwert: Es seif : V — V ein Endomorphismus einés\ektorraunesV. Eine ZahlA € K
heil3t Eigenwert vor, falls es zuA einen Vektorx #£ 0 aus V gibt, mit

fx = Ax

e Eigenraum: Ist A ein Eigenwert vorf : V — V, so heil3t der Teilraum
Eig(A, f) := Kern(Aidy —f) = {x € V|fx = Ax}

von'V, Eigenraum zum Eigenwektvon f.
Fur jeden Eigenwert gilt: dim Eig\, f) < ordx(x+).

e Es seif ein Endomorphismus einesdimensionalerK-VektorraunesV, und A sei die Koor-
dinatenmatrix vorf beZiglich einer basis voiv. Es gilt:

detA-E,—A)=0 & A€ Kist Eigenwert vorf

jedes System von Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten eines Endomorplesrasis
bel. K-Vektorraunes ist linear unakimgig.

4.2 charakteristisches Polynom
e EsselA € M, (K). Dascharakteristische Polynomy  von A ist definiert als:

Xa(X):=detX-E,,— A) € K[X]
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4.3. Diagonalisierbare Endomorphismen

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismiyskessen Koordinatenmatrix bzgl. ei-
nerBasisA ist, ist definiert algs := xa.

Das charakteristische Polynom einex n-Matrix A uberK ist ein normiertes Polynom vom
Graden. Es gilt also:xxa(X) = X™ 4+ s:X™ ! + ... + 51X + s, mit wohlbestimmten Koeffi-
zientens;.

Eigenwertkriterium: Eine ZahlA € K ist genau dann ein Eigenwert eines Endomorphismus
f, wenny¢(A) = 0.

Kastchenform fur das charakteristische Polynom:Die quadratische MatriA € M, (K)

habe die Gestalt
A M| C
o oM

mit quadratischen Matrizem € M, (K) undM’ € M(K), dann gilt:xa = xm - Xm-

Die Eigenwerte\ (de A — AE,,) = 0) von ahnlichen MatrizemA,B € K™™ (IS € K™™ .
B = SAS™") sind gleich:

detB—-AE,) =
= defSAS™' —A'E,) = defSAST' —A'SE,.S7') = det(S(A —AE,)ST) =
— detS-defA —A'E,) - (detS)”! = def A — A'Ey)
= N=A

4.3 Diagonalisierbare Endomorphismen

Diagonalisierbarkeit: Ein Endomorphismus tiber einemm-dimensionalerkK-VektorraumV
heil3t diagonalisierbar, wenn es eBasisvonV gibt, beiglich welcher die Koordinatenmatrix
von f eineDiagonalmatrixist, also folgende Gestalt hat:

A1 0
A2

0 An
Dies entspricht der Aussage, dasgineBasisbesitzt, die nur aus Eigenvektoren besteht.

Fur jede diagonalisierbare Matrix mit paarweise verschiedenen Eigenwertgnm\; Vi # j
zerfallt das charakteristische Polynom vadistlig in Linearfaktoren, hat also die Gestalt:

n

xiX) =+ [ [(X=20.

i=1
Aul3erdem gilt:
V = Eig(A, A1) @ ... ® Eig(A, An).
Zu jedem uni&ren Endomorphismus gibt es eine angt MatrixS, mit

A 0

_ A
S.A-S= ° ,

0 An
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4.4. Satz von @YLEY-HAMILTON und Minimalpolynom

wobei); € C mit |A;| Elgenwerte vorA sind undS aus Eigenvektoren voA besteht.

e Fur einen Endomorphismifseinesn-dimensionalerK-Vektorraunes sind folgende Aussagen
aquivalent:
1. fist diagonalisierbar

2. Das charakteristische Polynoga von f zerfallt iberK vollstandig in Linearfaktoren und
fur jede Nullstellex vonx gilt:

ord\(x¢) = dimEig(A, f)

3. Das Minimalpolynomu; von f zerfallt iberK vollstandig in Linearfaktoren und; besitzt
nur einfache Nullstellen.

4.V =@l Eig(A, f)
5. dimV = ¥ dim Eig(\;, f)

i=1

4.4 Satz von Q\YLEY -HAMILTON und Minimalpolynom

e Satz von CAYLEY -HAMILTON : Jeder Endomorphismd®inesn-dimensionaler-Vektorraunes
gerugt seiner eigenen charakteristischen Gleichung:

x¢(f) =0 bzw. XA(A) =0 mitA € M, (K)

e Minimalpolynom: Seif ein Endomorphismus einesdimensionalerK-vektorraumes. Dann
gibt es genau ein normiertes Polyn@me K [X] mit u¢(f) = 0 und folgender Eigenschaft:
Ist g € K[X] ein beliebiges Polynom mg(f) = 0, so istg durchy teilbar.

Das Polynomu; heif3t Minimalpolynom des Endomorphismfis
Weiterhin gilt:

— Das Minimalpolynomu; eines Endomorphismugeilt also immer sein charakteristisches
Polynomys.
— Die Polynomey; und us eines Endomorphismushaben die gleichen Nullstellen iq,
allerdings gilt fir jede Nullstelle\:  ordy(us) < ordy(x+)
e IstF € Endk(V) undn = dimV, so sind folgende Aussag@quivalent:

1. Fist nilpotent.

2. Fd=0fureindmit1 <d <n.

3. up(t) = £t™

4. Es gibt eine Basi® vonV, so dassVg(F) die folgende Form hat:

0 *
Mg(F) =
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4.5. Trigonalisierbare Endomorphismen

4.5 Trigonalisierbare Endomorphismen

e Trigonalisierbarkeit: Ein Endomorphismus tiber einemn-dimensionalerK-VektorraumV
heil3t trigonalisierbar, wenn es eiBasisvon V gibt, beZiglich welcher die Koordinatenmatrix
von f eine obere Dreiecksmatrix ist, also folgende Gestalt hat:

7\] *
A2
0 An

e Ein Endomorphismus tiber einem-dimensionalerk-VektorraumV ist genau dann trigona-
lisierbar, wenn das charakteristische Polyngpvon f Giber K vollstandig in Linearfaktoren
zerfallt.
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KAPITEL B

Linearformen

Im folgenden Abschnit bezeichnet Z das komplex-konjugierte der Zahl z € C (x + iy := x — iy).

5.1 Linearformen
¢ Eine Linearform ist eine Abbildun§: K™ — K mit den Eigenschafterv(w € K™, A € K):

fv+w) =~f(v)+f(w) und f(A-v)=A-f(v)

e Beispiel: Auf demR? ist die Abbildungf(X) = x; + x> + x3 eine Linearform.

e Kern einer Linearform: Seif eine LinearforniiberK™, die nicht die Nullabbildung ist. Dann
hat Kerr{f) die Dimensiom — 1.

e Die Menge aller Linearformeiber einemvektorraumV wird Dualraumgenannt und miv*
bezeichnet. Es gilt damit:
dim(V) = dim(V*)

e Die MengeV* ist bzgl. der folgenden Verkipfungen eirk-Vektorraum

(f+g)(v) :==1(v) +g(v) (A-f)(v) :=A-1(V)

e Die RaumeV undV** sind in natirlicher Weise isomorph.

5.2 Semilinearformen

e IstV ein komplexeMektorraum so heildt die Abbildunds : V — V semilinear, wenn ¢, w €
V; AeQ): 3
F(v+w) = F(v) + F(w) und F(A-v) =A-F(v)
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5.3. Bilinearformen

5.3 Bilinearformen

e Definition: Eine Bilinearform ist eine Abbildung : K™ x K™ — K, die bilinear ist, also

folgende Eigenschaften aufweist ¢', w,w’ € K™ A € K):

1. B(V +VI>W) = B(V,W) + B(V/,W), B(}\ ' \),W) =A- B(V)W)
2. B(V)W +W/) = B(V,W) + B(v>wl)a B(V>7\ ' W) =A- B(V>W)
man schreibt oft staf (v, w) auch(v, w).
Beispiel: Eine Bilinearform kann durch eine Matrix = (ay;) vermittelt werden. Man nennt

die Matrix dannStruktur-oder QRAM’'sche Matrixder Bilinearform. Diese hat dann die Form:

n
vw),=v-A-w= Z\)iaijw]'

i,j=1

Sei(by, .., by) eine Basis deK™. Dann gilt:(b;, b;) = ay;, also hat die darstellende Matrix von
(,) die Form:

<b1>b1> <b1>bn>
A= . .

<bn) b1> e <bn> bn>

die Standardbilinearform ist die durch die Einheitsmatrik,, vermittelte Bilinearform:
v,w) ='v.E,-w= ZV{_W]'

i=1

Eine Bilinearform(, ) hei3tnichtausgeartet falls nur der Nullvektor auf allen anderen Vektoen
senkrecht steht, also
(vo,w) =0Vw e K" = vy=0.

Eine Bilinearform(, ) heil3tsymmetrisch falls:
(v,w) = (w,v) WYv,weK"

Eine durch eine MatriXA definierte Bilinearform ist genau dasymmetrisch, wennA sym-
metrisch ist A = 'A).
Eine Bilinearform(, ) hei3tschiefsymmetrisch/antisymmetrischfalls:

v,w) = —(w,v) Yv,weK"

Beziehung zwischen Bilinear- und Linearformen:Sei (, )eine Bilinearform undz € K"
ein fest gev@thlter Vektor. Dann sind die Abbildungeia(w) := (z,w) und g,(v) := (v,z)
Linearformen vorkK™.

Bilinearformen unterscheiden sich nur durch eine lineare Abbildung: Sei (,) eine nicht-
ausgeartete Bilinearform urfceine lineare AbbildungiberK™. Dann gilt:

1. Die Abbildung[v,w] := (f(v), w) ist eine Bilinearform.
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5.4. Quadratische Formen

5.4

2. Seil,] eine zweite BilinearfornuiberK™. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung ¢ von K™ mit: [v,w] = (@(v),w).
@ ist bijektiv genau dann, wenp] nicht ausgeartet ist.

man nennt zwei Vektorem w € K™ orthogonal odersenkrecht wenn{v, w) = 0.

Fur eine beliebige Teilmenge C K™ definiert man dasthogonale Komplement zuX, als die
Menge der Vektoren, die auf allen Elementen Yoarthogonal stehen:

Xti={veK"|(x,v) =0 Vxe€X]}
Ist X ¢ K™ ein Untervektorraumso ist auchX* ein Untervektorraum.

Dimensionsformel fir Bilinearformen: Sei(, ) Bilinearform vonK™. Ist (, ) nicht ausgeartet,
so gilt fur Unteraumel von V:

dim(U) + dim(Ut) =n

Fur nichtausgeartete und symmetrische Bilinearformen igiliddenUnterraumtll von K™:

utt=u

Basiswechsel bei BilinearformenSeienA, B Basen de&™undT§ die Transformationsmatrix
zwischenA undB. Seien weitetM 4 und Mg die Strukturmatrizen einer Bilinearform akf*.
Dann gilt:

Mg = T3 Ma-Tg

Fiir Endomorphismen F : V — V gilt dagegen:

Mg = (Tg) ' - Ma(F) - Tg

Quadratische Formen
Sei(, ) eine symmetrische BilinearfortiberV = K™. Dann Definiert man durch
q:V—=K, v q(v):=(v,v)
einequadratische Fornmit der Eigenschafty(A - v) = A?- q(v)

Polarisierung: Ist chafK) # 2, so gilt fur jede symmetsiche Bilinearforsmmit zugeloriger
quadratischer Form auf K™

(v +w)—q(v) —q(w))

N —

s(v,w) =

Dies entspricht der sog. 1. Binomischen Formel: (v +w)? = v? + 2vw + w?
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5.5. Sesquilinearformen

5.5 Sesquilinearformen

e IstV ein komplexeNektorraum so heil3t die Abbildung : V x V — C Sesquilinearform,
wenn ¢, w,v';w' e€V; AeQ):
S1 B(V+V/,W) = B(V,W) + B(V/,W), B(}\ '\),W) =A- B(V)W)
S2 B(V)W +W/) = B(V,W) + B(v>wl)a B(V>7\ W) :X B(V>W)

B istalso im ersten Argument linear und im zweiten semilinear. Darum auch sesquilifgar (=
fach linear).
Man nennt eine Sesquilinearfortmermitesch, wenn zuatzlich gilt:

Bv,w) = B(w,v)

Beispiel: Das StandardskalarprodulkiberC™ ist eine Sesquilinearform.
(v, w), 1= Z ViWy
i=1

Polarisierung: Im Komplexen gilt:

(gv+w)—q(v—w)+1iq(v+iw) —iq(v —iw))

Iy

s(v,w) =

Matrixdarstellung Basiswechsel:Auch eine Sesquilinearform kann durch eine Matixlar-
gestellt werden. Die Transformationsformel bei einem Basiswechsel von derBasiBasis
B lautet:

=A

Mg = ‘TS - Ma - Tg.

Orthogonalitat: Der Begriff der Orthogonalét Ubertiagt sich auch auf Sesquilinearformen.
Zwei Vektorenx,y € V heil3en also othogonal, wenn mit einer &udlefinierten Sesquilinear-
form (,) qilt:

<X>y> =0
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KAPITEL 6

Euklidische und Undre Vektoraume,
Skalarprodukte

6.1 Definitionen und Eigenschaften des Skalarproduktes

e Ein Skalarprodukt (,) eines reellervektorraunes R™ oder komplexevektorraunes C™ ist
eine Sequilinearform (im Falle d&* also eine Bilinearform) mit folgenden Eigenschaften:

1. (,) isthermite’sch(im R™ symmetriscj also:(v,w) = (w,v) Vv,w € K"
2. (,) ist positiv definitalso:(v,v) > 0 Vv € K"

Ein Skalarprodukt ist also eine positiv definite, symmetrische Bilinearform bzw. hermite’sche
Form.

e Das PaarR™, (,)) eines reellen/ektorraunes und eines Skalarproduktes wedklidischer
Vektorraum genannt.

e Das PaafC™, (,)) eines komplexeivektorraunes und einer hermite’schen Sesquilinearform
wird unitarer Vektorraum genannt.

e Konstruktion von Skalarprodukten: Sei(,) eine symmetrische Bilinearform des reel\gk-
torraumesR™ mit StrukturmatrixA. Dann gilt:
Genau dann ist, ) ein Skalarprodukt, wenrif jedes] < k < n die linke obere(k x k)-
Teilmatrix A®) von A eine Determinante ded ) > 0 besitzt.

¢ Die Standardbilinearform eines reellgaktorraunes ist ein Skalarprodukt.

e Daseuklidische Skalarprodukt ist auf K™ definiert als
(v, w), = Z Viwg
i=1

e SeiV ein euklidischeMektorraummit Skalarprodukt, ). Dann ist fir jeden Unterraunal von
V der Unterraunil* ein komplemerirer Unterraum, alsbl N U+ = {0} undU + U+ = V.
Man nennfll+ dasorthogonale Komplementzu U.
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6.2. Normen

e Eine symmetrische Bilinearforrf)) von'V ist genau dann ein Skalarprodukt, wenn es eine Or-
thonormalbasi® gibt, sodass die Strukturmatrix vdn) beziglich B nur positive Elgenwerte
besitzt.

6.2 Normen

¢ Definition: EineNorm des euklidischeiektorraunesV = K™ ist eine Abbildung|-|| : v — R
mit folgenden Eigenschaftem,w € V; A € K):

N1: [v|=0 & v=0.
N2: [[A- ]| = AL [|v]].
N3: [[v+w| <|v| +|w]||. (Dreiecksungleichurg
Die euklidische Normist definiert alg|v||oq := v/ (v, v) und ist eine Norm.
e Ungleichung von CAUCHY -SCHWARZ : Furv,w € R™ gilt:
[{v, W)l < vl - [w]
Gleichheit gilt, wenn» undw linear ablangig sind.

e SeiV ein euklidischer Raum mit Skalarproduk®.
Man nennt eine Menge von Vektoréw, ..., v,,} C V orthogonal, wenn(v;,v;) =0 Vi # .
Man nennt sierthonormal, wenn zuatzlich||vi|| =1 V1 <i < ngilt.

e Eine Vektorv lasst sich auf nétliche Weise normieren:

v
Vo=
V]|

Damit lasst sich aus jeder Menge orthogonaler Vektoren eine Menge orthonormaler Vektoren
konstruieren. Insbesondegeskt sich jede Orthogonalbasis in eine Orthonormalldsdihren.

= VIl =1

e Orthonormalisierungssatz von E. SHMIDT : SeiV ein reelleVektorraummit Skalarprodukt
(,). Dann hatv eine Orthonormalbasis

e GRAM-SCHMIDT 'sches Orthogonalisierungsverfahren:Sei{ay, ..., a,} eineBasisdesK™.
Dann erfalt man durch

b] = @
larll
g v _ b _
x = ak—Z(ak,b]->2b)-, bk = = , k—2, , L
j=1 kuHZ

eine Orthonormalbasi¥, ..., b, } deskK™.

Das Verfahren funktioniert folgendermaBen:

Angenommen man hat bereits kK — 1 orthonormale Vektoren by, ..., by_;. Nach Konstruktion
sind sie alle linear unabhingig vom k-ten Vektors ay der gegebenen allgemeinen Basis. Fiir
jeden Vektor b; wird durch (ay, b;) , * by die Projektion auf ay, also der Anteil, der linear
zu ay ist berechnet. Dieser wird von ay abgezogen. Damit ist a, weiterhin linear unabhéingig
von by, ..., by und steht jetzt noch zusitzlich senkrecht auf allen b;. Danach wird nur noch
normiert.
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6.3. Orthogonale Abbildungen

6.3 Orthogonale Abbildungen

e Orthogonale/unitare Abbildungen: Ein Endomorphismus : R™ — R™ Uber einem euklidi-
schenvektorraumR™ wird orthogonalgenannt, wenniir allev, w € R™ gilt:

(f(v), f(w)) = (v,w)

Auf einem uniirenVektorraumC™ heif3t eine solche Abbildungnitar. Das bedeutet, dass
Abstinde (gemessen z.B. durch \/ (v, w)) invariant unter der Transformation f bleiben.
Orthogonale bzw. unitire Endomorphismen F € End(V) iiber einem euklidischen bzw. unitiren
Vektorraum V haben folgenden weiteren Eigenschaften/Rechenregeln

L |[FV)| = v|| W¥veV.
2. viw = F(v)LF(w).
3. F ist Isomorphismus und F~ ist orthogonal bzw. unitir.

4. Ist A € K Eigenwert von F, so ist [A| = 1.
Eigenwerte orthogonaler/unitirer Matrizen sind immer +1.

Beispiel: Drehungen im R? sind orthogonal:

D(p) = (cpsq) —sin(p)

sing cosg

e orthogonale/unitare Matrizen:
Eine reelle invertierbara x n-Matrix M € GL(n, R) heil3torthogona] falls:

M = M & M- 'M=E,.
Eine komplexe invertierbare x n-Matrix M € GL(n, C) hei3tunitar, falls:
™M = M & M- ‘M =E,.
e Orthogonale bzw. urdire Matrizen haben folgende Eigenschaften:

— GruppeneigenschaftenDie folgenden Mengen sindntergrupperder Linearen Gruppe
GL(n,R), bzw. GL(n, C):

+ orthogonale GruppeO(n) := {A € GL(n,R)|A"' = 'A}
x spezielle orthogonale GruppSO(n = {A € SO(n)|detA =1}
+ unitare GruppeU(n) := {A € GL(n,C)|A "= 'A}

Das bedeutet: Sind, B unltar/orthogonal, so sind au@B undA ', B~ unitar/orthgonal.

Mit obiger Gruppeneigenschaft beweist man leicht folgenden Satz vom FuBball:

In jedem FuBballspiel, in dem nur genau ein Ball benutzt wird, gibt zu Anfang jeder Halb-
zeit (wenn der Ball auf dem AnstoBpunkt liegt) genau zwei Punkte auf dem Ball, die an
der gleichen Stelle liegen.

Beweis: Der Ball kann wihrend des Spieles nur gedreht und translatiert werden. Die
Translation ist hier uninteressant, da sie durch das Legen auf die AnstoBmarke ausge-
glichen wird. Alle Drehungen Dy, ...,Dy € SO(3) sind aber Elemente der speziellen
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6.3. Orthogonale Abbildungen

Orthogonalen Gruppe. Damit lassen sich alle k in einer Spielhélfte ausgefiihrten Drehun-
gen durch Hintereinanderausfiihrung mit einer einzigen Drehung D - ... - Dy beschreiben.
Diese ist wegen der Untergruppeneigenschaft von SO(3) wieder Element von SO(3). Al-
so gibt es zwei Punkte (die DurchstoBpunkte der Drehachse), die an der selben Stelle im
Raum liegen. QED!

— Spalten-/Zeilenvektoren:Die Spalten- und Zeilenvektoren einer @mgn bzw. orthogo-
nalen Matrix bilden eine Orthonormalbasis d&sbzw. R™.

— Determinanten:
Jede orthogonale oder uaie MatrixM hat die Determinante dél) = +1.
Gilt fur orthogonaled: detM = 1, so nennt maM eigentlich orthogonalDas bedeu-
tet, dass nicht nur Abghde unter der Abbilduniyl erhalten bleiben, sondern auch die
Orientierung (die schliel3t Spiegelungen aus!)

e Darstellung orthogonaler/unitarer Abbildungen: SeiV ein euklidischer/unérerVektorraum
und seiB eine Orthonormalbasis vovi. Sei weiterf : V — V eine lineare Abbildung. Dann

gilt:
f ist orthogonal/unér & die DarstellungsmatriyMg(f) ist eine orthogonale/uriite Matrix.

¢ zweidimensionale orthogonale AbbildungenSeif : R? — R? eine lineare Abbildung des
euklidischen RaumeR?2. Dann gibt es eine Orthonormalbadsvon R?, beziglich der die
DarstellungsmatrixMg(f) eine der folgenden Gestalten hat:

cose —sin
1. Drehung:gM5(f) = <sin<(g coscp(p)

2. SpiegelunggMs(f) = (g) _O1>

e Diagonalisierbarkeit unitarer Endomorphismen: Jeder unére Endomorphismug eines
unitarenVektorraunes besitzt eine Orthonormalbasis aus EigenvektorenFvémsbesondere
ist er diagonalisierbar.

Korollar: Zu einer uniiren MatrixA € U(n) gibt es eine unére MatrisS € U(n) mit:

A1 0
STT-.A.S= 'S.A.S= _
0 An
Dabei gilt:A\; € Cund[A{| = 1.

e Eigenwerte: Seif : V — V eine orthogonale Abbildung des euklidischégktorraunesV.
Dann hatf hochstens die Eigenwerteund —1. Insbesondere ist eine umkehrbare lineare
Abbildung, undf~" ist ebenfalls eine orthogonale Abbildung.

e HERMITE 'sche Matrizen: Eine MatrixA = (ay) heildthermitesch wenn
‘A=A

. Dabei bezeichnef das komplex-konjugierte der Maztrix, d.h. alle Matrixelemente;;
werden komplex-konjugiert.
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6.3. Orthogonale Abbildungen

e HERMIT e’sche Matrizen und euklidisches Skalarprodukt:Fir hermite’sche Matrizei €
K™ A = ‘A gilt mit dem euklidischen Skalarprodukt:

(Ax,y), = (x,Ay),

e Unitare Matrizen und euklidisches Skalarprodukt: Fir unitare MatrizerQ € K™, tQQ =
E,. = Q'= 'Quilt

(Qx,Qu), = (x,v),, x,yeK"
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KAPITEL /

Lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt werden Gleichungssysteme der Form
A-x=D

betrachtet, wobex,b € K™ und dieKoeffizientenmatriXA einen x n-Matrix ist. Gesucht ist die
Menge allerx, die die obige Gleichungif festesA undb erfullt. Gilt b = 0, so nennt man das
Gleichungssysterhomogensonstinhomogen

Die Losung des inhomogenen Problerasst sich allgemein auf das invertieren der Matkix
zurickfhren, denn aus dem oben gesagten folgt A~ - b.

e CRAMER’sche Regel iir lineare GleichungssystemeEs sei ein lineares Gleichungssystem
A - x = b vonn Gleichungen im unbekannten vorgelegt. Seine (einfache) Koeffizientenma-
trix A sei invertierbar. Dann besitzt dieses System genau gisarngx. Bezeichnet man mit
ai, ..., a, der Reihe nach die Spalten vén= (ay, ..., a,), so gilt:

_ detA;) detay,..,b,..,ay)

<1<n: = =
visisn: o x= o) detA)

dabeiistA; = (ay, ..., b, ..., a,) die Matrix, die ausA durch das ersetzen dieten Spalte durch
b hervorgeht.

e Fiur einen x n-Matrix A tber dem KrperK = R, oderC sind folgende Aussageiquivalent:

1. Aistinvertierbar.

2. Ax = bist fur jedesb € K™ eindeutig bsbar.
3. Ax =0 ist nur furx = 0 losbar.

4. RandA) =n.

5. defA) #0.

6.

Alle Eigenwerte vorA sind ungleich Null.
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