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Motivation:
Belousov-Zhabotinsky-Reaktion

ik

t=15s t=20s

11

t=25s t=30s t=35s t=40s t =45s

— - — e ——




Motivation: BZR | (zeitlich)

2Br + BrO5 + 3H" + 3HMal — 3HBrMal+ H20
BrO; + 4Ferroin” +HMal + 5BH* — 4Feriin®*+HBrMal + 3H,0
AFeriin*HBrMal + H,0 — 4 Ferroin®  +HCOOH+ 2CQ, - + 5H*+ Br’

3BrO; + 5HMal + 3H* — 3HBrMal + 2HCOOH + 4CO, + 5H,0

.~ Bromat (BrO,)
. Malonsaure

A

Br
Ferroin*/Ferriin*

C

S j
| Brommalonsaure

Ameisensaure (HCOOH)

A: Bromid (Br) + Ferroin I: Bromid wird verbraucht

B: Ferroin (kein Bromid) ll: Ferroin® wird zu Ferriin® umgewandelt

C: Ferriin (kein Bromid) Il: Ferriin® wird wieder zu Ferroin®, Bromid
entsteht

Transmission [%0]

60

Zeit [s]



e zuerst entdeckte homogene, oszillierende Reaktion

e um 1950 gefunden von BORIS PAVLOVICH BELOUSOV, weiter
untersucht von A. M. ZHABOTINSKY

e Phanomene:
— periodische Farbwechsel

— Ausbildung von chemischen Wellen (Ringe und Spiralen)
im ungerthrten System

e System ist weit vom Gleichgewicht entfernt (far from equilibri-
um)

e EXxperiment:
— geruhrter Ansatz, Durchflussreaktor

— ungerlhrter Ansatz in Petrischale (diinne Schicht), grol3er
Edukt-Uberschuss

e Ablauf der Reaktion:
— Bromid hemmt Reaktion Il
— Anfangs: viel Bromid und Ferroin

— Reaktion | verbraucht Bromid. Reaktion Il wird durch Bro-
mid gehemmt

— sobald kein Bromid mehr: Reaktion Il oxidiert Ferroin (—
Farbwechsel)

— Ferroin und Bromid werden von Reaktion Il wieder zurtck-
gebildet.

e Messdaten:

— Transmissionsmessung im roten Spektralbereich
— hohe Transmission: rote Losung
— niedrige Transmission: blaue Losung
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Motivation: BZR Il (r aumlich)
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Ansatz in Petrischale

hohe Edukt-Konzentration, viel Ferroin — tiefere Farben
Initialisierung tber heil3en Draht

Spiralen auch moglich

Muster entstehen aus Zusammenspiel von lokaler Reaktion und
Diffusion (= wichtiges Prinzip)
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Modellierung von Reaktionen

Reaktionsgleichung:

—

aA + BB «— ~C 4+ 6D

A, B: Edukte; C, D: Produkte
a, 3,7, d: Anzahl der beteiligten Teilchen

Reaktionsgeschwindigkeiten:
Vhin = kn - c(A)* - c(B)”
Uriick — k?“ ’ 6(0)7 ) C(D>5

__ 1 umgesetzte Teilchen
[U] =1 Zeit

c(A): Konzentration von Stoff A

Massenwirkungsgesetz:

v, = v, (Gleichgewicht)
kn c(C)Y-ce(D)°

K = — =

k- c(A)>.c(B)P

Ratengleichungen:

de(C)

dt
de(D)

dt

= - kh . C(A)a . C(B)B

= §-ky-c(A)* (B’




Beispiel: Brlsselator

e Einfaches Modell zur Beschreibung von oszillierenden Reaktio-
nen

A — X
B+X — Y+D
2X4+Y — 3X (autokatalytsich)
X — E

e Ratengleichungen:

dXx

W = kiA—kBX + kZ3X2Y — kaX
dYy

- = koBX — k3 X?Y

e numerische Losung fir A = 1; B = 3;
XOIYozl;k1=k2=k3:k4:1:




entwickelt von llya Prigogine und Lefever (1968) an der Brus-
sels School of Thermodynamics

einfaches Modell, um Ubergang zu oszillierendem Zustand in
far-from-equilibrium-Systemen zu modellieren.

Brisselator zeigt fast alle Eigenschaften, die sich in realen Sys-
temen beobachten lassen (chemische Wellen, Oszillationen ...)

aber: unrealistisch, da Schritt Il so in der Natur nicht vorkom-
men kann

A, B = const und D, E = 0 werden konstant gehalten (Durch-
flussreaktor)
X, Y oszillieren

Gesamtreaktion A + B DL[YJ D+ E
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Einschub: Stabilit at des

Briusselators
o stationare Zustande (& = <& = 0):
XS:E-A; y;:k“]” B
k4 kSkl A

Mit A = 1.0; B = 1.5 ergibt der Brisselator:

1.75

1.5 He-- X -
1.25 | _ \
0.75 0.9994 0.99%6 0.9998 \UOQ 1.0004
0.5 1.4998

0.25

10 20 30 40

e Stabilitatsmatrix:

koB — ks k3X?2
—kyB  —ksX?

Eigenwerte:

At =3 | kaB— ksX? — ko V (kaX? + kg — k2B)? — 4kska X2
Re‘aﬁeil Imag?rféirteil

instabil fur

k3 k2
> N — N - =
ko + = kg o+ ko k2




e Stabilitatsmatrix, allgemein (Jacobi-Matrix):

betrachte Differentialgleichungssystem & = L = f(&,t)
mit stationarem Punkt Z
o Ofr
. . S = 31:1 (9332
Jacobi-Matrix: V f(Z,t) = % ,,,,,,,

betrachte Storung §(t) < 1 linearer Ordnung:
T — Ts + 6(1)
Einsetzen in DGI ergibt:

dg =2 aylor = - =2
= f@ 8t LTV
dt

sind die Eigenwerte \; = const und die Eigenvektoren

W, = const von Vf bekannt (Vf - W, = A\ - Uy), SO
erhalt man als Losung fir § aus dem exp-Ansatz:

o = eAkt\Uk

ist nun der Realteil der Eigenwerte negativ, so gilt:
5(t) — 0 (t — oo) und die Losung ist stabil

e zu Betrachtung von V f von Briisselator:

A+ und A_ sind komplex konjugiert
= 2-Re (i) =Ap+ A

)\_|_—|-)\_=]<:QB—]€3X82—]{:4
mitk1:k22k3:k4:1:B>1+A2
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Diffusion

e mikroskopisches Modell: Random Walk

e makroskopische Beschreibung:

— 1. Fick'sches Gesetz <m =1 %)

j=—-D-gradc(®) = —D - V(&)

— 2. Fick’sches Gesetz

a R —
6)_:;:_o|i\/j:D.divgradczD-VQC

aus Kontinuitatsgleichung und j = c- @: % 4 div(c?) = 0

¢ = ¢(&, t): Konzentration Hﬁlf&iﬂ 7: Flussgeschwindigkeit

: Ao _ 1 [8kT
— Gase: D = 3 — 2o\ o0m

A: mittlere freie Weglange v: mittlere Geschwindigkeit
o Stol3querschnitt  m: Teilchenmasse T': Temperatur




e Diffusion ist Nettotransport von Teilchen

— Teilchen in Flussigkeiten und Gasen haben stat. verteilte
Richtungen und Geschwindigkeiten

— nach StoRR wird Information Gber Richtung eliminiert
— Random Walk

e Ausgleich eines Konzentrationsgradienten
= j o V()

. 0/0x
- V:=109/0y
0/0z

— zeigt immer in Richtung des grof3ten Gefalles, Senkrecht
auf Aquipotentiallinien
e Kontinuitatsgleichung: j = p- 4 %2 4 div(pt) = 0

— besagt, dass die Masse bei stromenden Flissigkeiten/Gasen
erhalten bleibt. Eine Dichteanderung in einem Volumenele-
ment ist immer mit Ein-/Ausstromen gekoppelt

— Divergenz: divy =V -j 1= %: 4 & ajy + 2=
- %2 4+ div(pt) =0 = div(pd) = —8—§dV = —2(dM)
= div(p?)dV: pro Zeiteinheit aus dV ausstromende Masse

= div(p?) gibt Quellenstarke an

e Laplace-Operator: V2 = divgrad := 2, 4 2 -|— o

e D fur Gase aus Random-Walk-Modell
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Einschub: L 6sung der

Diffusionsgleichung |

e eindimensionaler Fall (mit D := D):

0 0
%€ _p.2c
ot Ox?
o stationare Losung (¢ = 0): | c(z) = coftset + o - @

e allgemeinerer Ansatz: c(z,t) = F(x) - T(t)

sin(kx)

° Lbsung: C(.CU, t) — Coffset —|— Co - e_k:QD-t . {Cos(kx)

= Modellierung beliebiger Konzentrationsverteilungen tiber Fourier-
Reihe: 2 + > [ax cos(kx) 4 by sin(kx)]

k=1

e Literatur:
Boas, Mary L. (1983): Mathematical Methods In The Physical Science , 2.
Auflage, New York - Brisbane - Toronto - Singapore: Wiley & Sons.



e allgemeine Umformungen mit Ansatz c(xz,t) = F(x) - T'(t)

oc d%c
— = D— o = const.
Ot Ox>
oT O2F
F —=D.-T. —— \:F-T
Ot ox?
107 _ 5 1o°F 0 5
T Ot F Ox2

e k2 = const., da linke Seite nur von ¢ und rechte Seite nur von
x abhangig. Man erhalt zwei Gleichungen:

1 a_T—_kQ 1°F o
D-Tdt Foz2

T 2
6;97 =-k'D-T = T@H=e"""
0°F sin(kx)
—— = —k*. F F(z) =

Ox2 = Fl@) {cos(kzm)

e zusatzlich ist additiver Faktor moglich:

sin(kx)

c(xr,t) =c co - e KDt
( ) offset ‘I‘ 0 {COS(ka:)

Dieser verschwindet, da in DGI nur Ableitungen auftauchen
— ermaoglicht beliebige Verschiebung auf Konzentrationsaxe
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Einschub: L dsung der

Diffusionsgleichung |l

Spezielle Randbedingungen fir t = O:
c(r=0)=0; c(x=1)=0

cos-Anteil fallt weg

sin(kl) =0 = k=12 neN

w
T

N
T

-
T

Konzentration c(x)

'
w
T

'
A
T

'
(4]

o
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Reaktions-Diffusions-Systeme

(RDS)

e raumlich ablaufende chemische Reaktionen lassen sich durch
Reaktion und Diffusion beschreiben.

= erganze Ratengleichung um Diffusionsterm:

= f(X,Y,..)+ D -V32X;

dX
dt
X,Y, ...
f(X,Y,...):
D:
D -AX:

Konzentrationen der Reaktionsteilnehmer
stochiometrische Ratengleichung
Diffusionskonstante

Diffusionsgleichung

e eindimensionaler Fall:

dX

dt

02X

:f(X,Y,)+D a.CUQ’

e analytische Losung ist schwierig bis unmoglich

= numerische Losung mit zellularen Automaten
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Stabilit at des r aumlichen

Brusselators |

e Dbetrachte eindimensionalen Fall (r € [— L, L]) mit den Randbe-
dingungen (c = X,Y):

@
or

Fluss an den Randern ist 0 & kein Zu- oder Abfluss

__ Oc

— -C —0
=T or

rx=L

e Gleichungen des Brisselators:

OX 092X
~— = D, 4+ k1A — koBX + k3 X?Y — ka X
Ot or?2
oY 02y
~ = D,—— 4+ k-BX — kaX?Y
ot Y or2 T k2 3
stationare Zustande:
XS:E-A; y;:k“kQ.E
ka kski1 A

e Betrachte kleine Storungen X (r,t),d0Y (r,t) der stationdren
Zustande. Durch Einsetzen von X = X, + X in DGI erhalt
man (entsprechend dur Y) nach Taylor-Entwicklung:

o (06X _ o2 [Do O (X)) | (k2B — ka ksXZ | (60X
#\dY ) — 9| 0 Dy| \8Y —koB  —k3XZ| \0Y

e Literatur:
Kondepudi, Dilip / Prigogine, llya (1998): Modern Thermodynamics. From
Heat Engines to Dissipative Structures . New York - Weinheim: John Wiley
& Sons.
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Stabilit at des r aumlichen

Brusselators I

mit dem Separationsansatz § X (r,t) = sin(Kr) - X (t), bzw.
cos(Kr) - 6X (t) erhalt man fir die zeitliche Komponente:

0 (5X(t)> . [kQB — ks — K2D, k3 X? ] (5X(t))
ot \sY (@) ) — —koB —k3X? - K?D,| \§Y ()

Bemerkung: K muss den Randbedingungen genlgen.

Fur D, = D, = D ergibt sich (M: Reaktionsanteil mit Eigen-

wert e):

0 (6X(t)\ _ 5 dX (1)

En <5Y(t)) = [-DEL+M] - | 5(4)
= da nun Eigenwert e — D K? andert sich nichts an der bereits
berechneten Stabilitat (Realteil wird vermindert)

D, # Dy Ist A = A\, + 2\, Eigenwert der obigen Matrix, so
kann erhalt man mit dem Eigenvektor W als Losung:

0X\ _ @ . o Ovetidn)t
<5Y> = WV .sin(Kr) -e

Interpretation/vorausgesagte Phanomene:

— M\;m = 0O: keine zeitliche Oszillation, aber Wachstum
— Touring-Pattern

— Aim & 0 und )\, > 0: wachsendes, zeitlich oszillierendes
Muster — Welle (ged ampft/unged ampft)

— flr Musterbildung muss gelten: D, #= D,
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Zellul are Automaten (CA)

Ausgangsfelder

e Aufbau:
Eingansfelder Reaktions-Diffusions-Automat
| Diffusion Reaktion
lokal in

| | / Zellengruppen einzelnen Zellen
/
c(X)=0
c(Y)=0

e Nachbarschaftsbeziehung:

von Neumann

Moore

. betrachtete Zelle
I Nachbarzelle

14



mehrere unabhangige Felder/Spielbretter flr die einzelnen Sub-
stanzen

Diffusion flr jede Subtanz getrennt
Reaktion koppelt die Substanzen
Nachbarschaftsmodelle — 3D mehr Moglichkeiten.

diskrete Zeitschritte = DGls mussen diskretisiert werden.
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Diskretisierung

e Gleichungen missen fir Simulation diskretisiert werden

e einfachste Moglichkeit: Nutzung des Differentialquotienten

I (1) = pim L0+ 1 =) _
= df (t) = g() - dt

= f(to + h) = f(t) + df (1) - dt

= Euler-Diskretisierung

firi=fi+ Af-At = fi+g(t) - At

wichtig: At darf nicht zu grol3 gewahlt werden, damit Verfah-
ren stabil ist.

e Diskretisierung des Laplace-Operators (2-dimensional):

2, O O _
vf_@xz ox2

+0(h?)

h2
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e zu Laplace-Operator V2:

— betrachte die Taylor-Entwicklung von f(xz + h,y 4+ h) und

addiere:

flx+hy) = f(m,y)-l-%-h—l—%-%z—l—l?est
fle—hy) = f(:v,y)—%-h+%-h;+Rest
flz,y+h) = f(flf,y)-l-g—;-h—l—giy‘z-%z—l—l?est
fle,y—h) = f(w,y)—g—;-h-l-giyé-%z—l—Rest

— erste Ableitungen fallen raus. Ubrig bleibt:

02f  02f
— sy +n (524 57)

_ OPf | 0%f\.
umstellen nach (81:2 + ayQ).

> 2f | 0°f
Vi=ort oz =

h2

— entspricht von-Neuman-Nachbarschaft auf CA. Darstellung
als Konvolution:

O 1 O
1 -4 1
O 1 O
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Diffusion und CA

e diskretisiertes 2. Fisck’sches Gesetz  (makroskopisch):
benutze diskretisierten Laplace-Opeator V2.

e Random-Walk (mikroskopisch):

Lattice-Gas-Automata

Realitat: zufallige Bewegung vieler Teilchen + Stole =
Diffusion

Jede Zelle enthalt Information, ob sich dort Teilchen mit be-
stimmter Geschwindigkeit aufhalten.
mogliche Geschwindigkeiten: (0, 0), (+1,0), (0,+1)

zwei Schritte:

o R t
IR @4»—» @1‘“—
vt~ :
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e Lattice-Gas-Automata:

1. die Partikel werden bewegt (durch kopieren in die ent-
sprechende Zelle)

2. die Geschwindigkeiten werden zufallig neu vergeben (Stol3e)
— Jede Zelle speichert boolean (oder bit) fur jede Richtung

= Anzahl der Teilchen pro Zelle ist begrenzt
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Beispiel: Brusselator auf CA (2D)

e Programm auf Feld mit Hohe A und Breite b:
Inititalize;

loop {Zeitschritt t—t+1}
for ¢=1 to b do
for j=11to h do
Xip1 [i,5] — X [i, 5] + (react,(Xi, ;) + difuse, (X;, v7)) - dt
Yit1[4,7] < Yi 4, 5] + (react,(Xy, Y:) + difuse, (Xy, Y:)) - dt
end for
end for
Plot Points;

end loop

e Ergebnisse:

100 200

500 600 1500

t=160s
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Programm zeigen
A, B Uberall konstant

zufallige Initialisierung mit Werten 0 < z(4,5) < startX bzw.
0 <wy(i,j5) < startY

nutzt makroskopisches Diffusionsmodell

temporares Feld wird zur Berechnung verwendet, damit nicht
auf teilweise neuen und teilweise alten Daten gerechnet wird.

verschiedene Randbedingungen moglich: Spiegelnd, Konstant
0, Konstant zufallig

beobachtete Phanomene (in BZR beobachtet, von Theorie und
Simulation vorausgesagt):

— wandernde Wellen (lIoschen sich beim Aufeinandertreffen
aus

— Spiralen

— stationare Muster (Touring-Patterns)

17-1



Beispiel: Brlusselator in 3D
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Ubersicht

Bisher haben wir folgendes gesehen:

e RD-Systeme zeigen interessantes zeitliches und raumliches Ver-
halten (Oszillationen, Wellen, Spiralen ...)

e eignen sich zur Beschreibung von Musterbildung in chemischen
Reaktionen
e Bedingungen flr Musterbildung:
— System fern vom Gleichgewicht
— RuUckkopplung im System (Autokatalyse/Inhibition)

— Nichtlinearitaten in den Gleichungen (sonst immer exp-Ansatz
maoglich

— bei Diffusion: unterschiedliche Diffusionskonstanten
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Biologische Musterbildung

Bilder fehlen aus Copyright-Griinden
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Biologische Musterbildung

e folgende Beispiele basieren im wesentlichen auf den Arbeiten
von Prof. Hans Meinhardt

e biologische Systeme sind sehr komplex

e aber mit einfachen RD-Systemen lassen sich gewisse Aspekte
u.U. erklaren, oder doch zumindest nachstellen
e Mechanismus:

— biologische Prozesse basieren auf Wechselwirkung von Mo-
lekllen

— gewisse Substanzen konnen als Signal z.B. fur eine be-
stimmte Ausdifferenzierung von Zellen oder Pigmentierung
dienen

— Theorie sollte Musterbildung in den Signalsubstanzen be-
schreiben
e nach Meinhardt, Gierer:

— es mussen Systeme aus mindestens zwei Substanzen
vorliegen (Aktivator+Inhibitor)

— Aktivator hat positive Ruckwirkung auf die eigene
Produktion (Autokatalyse)

— Inhibitor hemmt die Autokatalyse des Aktivators und
diffundiert schneller

— Aktivator ist lokal starker begrenzt als Inhibitor
(lokal begrenzte Muster)

— homogene Verteilungen beider Substanzen sind instabil
gegenuber kleinsten Schwankungen
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Beispiel: Schneckenmuster |

e Differentialgleichungen:

Oa a? 0%a
5 = S(?—l_ba) —raa—I—Da@
2
% = sa® — b+ Db%
a. Aktivator
b: Inhibitor
Da%, Dbg—z;: Diffusionsterme
Ta, Tb. Zerfallsraten der Stoffe
ba. Grundproduktion (notig, um bie niedri-
gen Aktivatorkonzentrationen die Auto-
katalyse in Gang zu bringen)
S: Quelldichte = Fahigkeit der Zellen zur

Autokatalyse

e Bedingungen fur Musterbildung:

— wie vorher: kurzreichweitige Aktivation/langreichweitige
Inhibition (D, < Dy)

— Inhibitor b muss sehr schnell auf Anderungen beim
Aktivator reagieren kdnnen — kurze Lebensdauer (r, > rg)

e Anfangsbedingungen:
a, b sind anfangs raumlich konstant
s wird leicht gestort (=~ 1%)

e Ergebnis: es bilden sich zeitlich relativ stabile Muster aus
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Beispiel: Schneckenmuster |l

e zusatzlicher Inhibitor c erzeugt zeitliche Oszillationen

e Differentialgleichungen:

2 2
Oa — f(GJ_‘|_ba) _Taa‘I'Da@

ot c\ b 0x2
ob rpa’ 9°b

— = by, — ryb + Dp——

Bt o T 42' b0a?

oc 0<c

a = TecQ — TcC + DC@

e Inhibitor b hat direkten Enifluss auf Aktivatorproduktion, aber
nicht auf sich seine eigene Aktivatorproduktion

e Inhibitor ¢ hemmt sowohl a, als auch b in ihrer Produktion

= c beeinflusst die Region, in der Muster entstehen, nicht so sehr
die AKtivatorkonzentration dort.
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Beispiel: Schneckenmuster Il

Aktivator / Inhibitor-Modell

Zeit 3

Bilder kbnnen im Web
heruntergeladen werden

Neptunea lyrata phoenicea

Natica stercusmuscarum

Ort

Persicula persicula

htt p: / / www. gast r opods. com’ 2/ Shel | _6272. ht mi
http://ww. gastropods. coml 1/ Shel | _3621. ht m
http://digilander.libero.it/conchiglievenezi ane/ gasteropodi/speci e/ NaticaStercusnuscarum htm
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Zusammenfassung

Reaktions-Diffusions-Systeme modellieren Musterbildung in
chemischen und biologischen Prozessen
Eigenschaften der betrachteten Systeme:

— weit vom Gleichgewicht entfernt

— mehrere interagierende Substanzen

— gegenseitige Hemmung und / oder Autokatalyse

— zeitliche Oszillationen, raumliche Musterbildung

allgemeine Form:

dX .
- = f(X,Y,..)+ D -V?X;

analytische Losung nur flr Spezialfalle moglich

= numerische Losung mit zellularen Automaten
(mikroskopisches/makroskopisches Diffusionsmodell)

durch Modelle vorhergesagtes Verhalten tritt auch im Versuch
auf: chemische Wellen, Spiralen, stationare Muster

bestimmte Musterbildungsprozesse aus der Natur (Schnecken-
schalen ...) lassen sich mit Reaktions-Diffusions-Systemen nach-
bilden.
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