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‘The time has come,’ the Walrus said,
‘o talk of many things:

Of shoes — and ships — and sealingwax —
Of cabbages — and Kings —

And why the sea is boiling hot —
And whether pigs have wings.’

— Tweedldee in Through the LooKing-Glass by Lewis Carrol
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Einfuhrung



1 Einleitung

1.1 Aufbau und Motivation diese Skriptes

Diese Skript ist als Vorbereitung auf meine Diplompriifung iiber die Vorlesung Bildverarbeitung bei Prof.
Jihne IWR, Uni Heidelberg), wie ich sie im WS 05/06 gehort habe entstanden. Ich habe vornehmlich
den Inhalt dieser Vorlesung zusammengefasst, die weitgehend dem Buch [Jdhne 2005]. Ich hoffe die
Darstellung in diesem Skript kann einigen Helfen, sich in das Gebiet einzuarbeiten, oder sich auf eine

Priifung vorzubereiten.

Im ersten Abschnitt werden zunéchst einmal mathematische Grundlagen, wie etwa die Fouriertransfor-

mation diskutiert.

Ublicherweise gliedert sich die Klassifizierung der Inhalte eines Bildes in mehrere Schritte, die in Abb.
1.1 dargestellt sind und im Detail in den einzelnen Abschnitten abgehandelt werden. Es muss nicht
fiir alle Anwendungen der volle Weg gegangen werden. In vielen Fillen kann man etwa schon vorher

abbrechen (z.B. nach der Objektbeschreibung etz.)

physikalisches Objekt/Signal
(z.B. Szene, Laut etz.)

Bildaufnahme
(CCD, Mikrofon ...)

y

Zeitserie, 2D-Bild,
Bildsequenz

Digitalisierung,
Quantisierung
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Abb. 1.1: Ubersicht iiber die einzelnen Schritte einer Klassifizierung in der Bildverarbeitung



2 Grundlagen der Bildverarbeitung

2.1 Bilddaten

Zunichst denkt man bei Bildverarbeitung vor Allem an die computergestiitzte Verarbeitung von Kame-
rabildern. Der Titel dieses Skriptes wurde aber schon etwas allgemeiner gewéhlt. So kénnen die selben
Techniken, die fiir die Verarbeitung von Kameraaufnahmen angewendet werden auch auf héher dimen-
sionale Daten angewendet werden. So werden hier etwa auch Sequenzen von Bildern betrachtet, die als
drei-dimensionale Bilder aufgefasst werden konnen. Genauso kdnnte man sich vorstellen eine Sequenz
von drei-dimensionalen Bildern zu verarbeiten (insg. 4-dimensional). Etwas allgemeiner, kann man be-
liebig dimensionale Messdaten verarbeiten. Ein Beispiel wire etwa die Daten, die eine Wetterstation zu
verschiedenen Zeitpunkten misst (z.B. Temperatur innen/aulen, Luftdruck, Luftfeuchte, Regenmenge,
Windgeschwindigkeit). Dies ergidbe etwa schon ein sieben-dimensionales ,,Bild*.

2.2 Bildreprasentation

Eine iibliche Kamera liefert ein Bild mit N x M Bildpunkten (Pixeln). Jedem dieser Bildpunkte & =
(x,y) ist ein Grauwert zugeordnet. Man kann also ein Bild als Funktion der Variablen z, y auffassen:

g(@): " — R

Hier gibt n die Dimensionalitit der Daten an. n = 1 steht fiir ein Zeilenbild, n = 2 fiir ein ,,normale*
Bild, n = 3 fiir ein Volumenbild, wie es etwa in der Medizin als Ausgabe eine Computertomographen
auftaucht, oder fiir eine Sequenz von 2D-Bildern usw.

Ubliche Computerbilder liegen im Zahlenbereich g(Z) € [0..255 = 2% — 1] oder g(¥) € [0..65535 =
216 — 1]. Fiihrt man punktweise, arithemtische Operationen mit Bilder aus, wie etwa die Subtraktion

9'(E) = @) - 9(@)
so dndert sich dieser Zahlenbereich. So konnte etwa das Ergebnis einer Subtraktion zweier Byte-Bilder
(aus [0..255]) den minimalen Wert 0 — 255 = —255 und den maximalen Wert 255 — 0 = 255 haben.
Damit gilt dann ¢/(Z) € [—255..255]. Dieser Bereich ist mit einem Byte nicht mehr darstellbar, sodass
man eine der folgenden Operationen ausfithren muss:
e Erweiterung des Datentyps: unsigned byte — signed int

e Kompression des Datenbereiches und Typkonversion: ¢'(Z) — ¢'(%)/2 € [—127..127] und
unsigned byte — signed byte

e Verschiebung der Werte und Typkonversion: ¢'(Z) — ¢'(Z) + 255 € [0..511] und unsigned
byte — unsigned int

Man kann die obigen Operationen auch kombinieren. So kann man etwa den Wertebereich verschieben
und danach verkleinern, also

J(@ — (¢(&)+255)/2 € [0..255]

Dann ist keine Anpassung des Wertebereiches notig. Das einfachste ist aber wohl mit geniigend gro3en
Datentypen zu rechnen. Man kann Bilder natiirlich auch als Gleitkommazahl darstellen. Dabei ist aber

9



2 Grundlagen der Bildverarbeitung

zu beachten, dass Gleitkommarechnungen viel langsamer sind, als Integer-Rechnungen. Spitestens bei
der Fourier-Transformation wird man aber nicht mehr um Gleitkomma-Bilder herumkommen, die dann
evtl. auch noch komplex (g(Z) € C) sein miissen.

In vielen Bildverarbeitungssystemen sind spezielle Operationen implementiert, die als Sattigungsarith-
metik bezeichnet werden. Dabei ergibt 0—n = 0 und 255+n = 255, n € N. Die Ergebnisse konnen also
nicht groBer als die obere und kleiner als die untere Schranke des Wertebereiches eines Pixels werden.
Altervativ kann man auch Moduloarithmetik verwenden, bei der etwa a +,, b := (a + b) mod 256
gilt. Uberschreitet das Ergebnis den Wertebereich, so wird es von unten in den Wertebereich projiziert.
So ist etwa 240 +,,, 30 = 270 mod 256 = 14. Dies fiihrt aber dazu, dass iiberlaufende Rechnungen, die
eigentlich zu sehr ,,hellen* Werten fiihren sollten auf ,,dunkle* Werte abgebildet werden.

2.3 Gamma-Korrektur

Das menschliche Auge hat ein logarithmisches Helligkeitsempfinden. Dies bedeutet, dass kleine Unter-
schiede bei niedrigen Intensititen schwicher wahrgenommen werden, als kleine Unterschiede bei hohen
Intensititen. Die meisten Kameras haben aber eine lineare Charakteristik, sodass evtl. eine Korrektur
notig ist. Diese erfolgt so:

9@ — [9@)]
Durch Variation des y-Wertes kann man somit den Kontrastumfang (Fahigkeit, Intensitdtsunterschiede
wahrzunehmen) erhohen. Fiir eine lineare Darstellung wihlt man v = 1.

2.4 Farbbilder

Behandelt man Farbbilder, so muss der Farbwert an einem Bildpunkt dargestellt werden. Dazu gibt es
verschiedene Farbsysteme. Einige gebriuchliche sind:

e RGB: Jede Farbe wird durch additive Mischung aus den Farben rot, griin und blau zusammenge-
setzt. Zu jedem Bildpunkt wird also ein 3-Tupel (7, g, b) gespeichert. Die Werte konnen iiblicher-
weise im Bereich zwischen 0 und 255 (ein Byte je Wert), oder [0..1] liegen. Die Werte geben dabei
die Intensitit der jeweiligen Grundfarbe an. So erhilt man beispielsweise die Farben in Abb. 2.1.

H B ENER O [ B

schwarz weill rot griin blau cyan gelb magenta
(0,0,0) (255,255,255) (255,0,0) (0, 255 ,0) (0,0,255) (0,255,255) (255 255,0) (255,0,255)

grau 50%  rot50%  grin blau
(127,127,127) (127,0,0) (0,127,0) (0,0,127)

Abb. 2.1: Beispiele fiir RGB-Farben

Ubliche Blldschirme und Grafikkarten fiir PCs basieren auf diesem Farbmodell.

e HSB: Hier werden ebenfalls drei Werte abgespeichert. Der erste Wert h gibt die Farbe an (Winkel
im Frabkreis), wobei 360 der Farbe rot entspricht, 120 ist griin und 240 blau. Die restlichen Farben
liegen dazwischen, etwa gelb bei 60 und magenta bei 300. Der zweite Wert s gibt die Séttigung
und der dritte Wert b die Helligkeit der Farbe an.

e CMYK: Dieses Modell wird im Offset-Druck eingesetzt, wo man Bilder aus den Farben Cy-
an (c), Magenta (m), gelb (y) und schwarz (k) zusammensetzt. Viele Bildbearbeitugsprogramm
unterstiitzen dieses Farbformat nicht. Es wird aber auch von ,,normalen‘ Tintenstrahl- und Laser-
Farbdruckern eingesetzt.

© 2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)
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2 Grundlagen der Bildverarbeitung

2.5 Diskrete Bilder

Die obige Definition bedeutet ein kontinuierliche Funktion. Oft setzt sich aber ein Bild nur aus einer
endlichen Zahl von Bildpunkten zusammen (z.B. n x m Pixel). Dann sind die Komponenten von Z nicht
mehr aus R, sondern aus N. Ein Bild entspricht dann einer Rechteckmatrix:

go,0 go,1 ce go,N—1
g1,0 gi,1 s g1,N—1
gM—-10| GM—-1,1| *** gM—1,N-1

Man stellt dann die Einzelnen Pixel eines M x N-Bildes so dar:
Im,n = GzZeile,Spalte, T € [0.M —1],n € [0..N — 1]

Der erste Index steht also fiir die Zeile, der zweite fiir die Spalte.

Bisher wurde die Pixel als rechteckig angenommen. Dies ist auch in den meisten Féllen so. Man kann
aber eine Fldche auch mit drei- und sechseckigen Pixeln fiillen (sieche Abb. 2.2)

Abb. 2.2: verschiedene raumfiillende 2D-Gitter

Solche Pixelanordnungen machen aber eher in Simulationen Sinn (z.B. zelluldre Automaten), in denen
die Form des Gitters die Form der entstehenden Muster beeinflussen kann. SO haben Spiralen auf den un-
terschiedlichen Gittern unterschiedliches Aussehen. In hoher dimensionalen Rdumen werden die Formen
komplizierten. Im eindimensionalen kann man nur regelmifBige Intervalle definieren. In der Bildverar-
beitung spielen aber nur Rechteckgitter eine Rolle.

In der obigen Abbildung sind verschiedene Nachbarschaftsbeziehungen eingezeichnet. Diese geben
Auskunft dariiber, welche der angrenzenden Pixel als direkt benachbart angesehen werden. Im zweidi-
mensionalen gibt es zwei grundlegende Nachbarschaften. Sie sind in Abb. 2.3 dargestellt.

© 2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/) -11-
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2 Grundlagen der Bildverarbeitung

von-Neumann Moore
Nachbarschaft Nachbarschaft

Abb. 2.3: 2D-Nachbarschaftsbeziehungen

Im dreidimensionalen kann man dhnliche Nachbarschaften definieren.
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3 Fourier-Darstellung von Bildern

3.1 Sinus- und Cosinus-Schwingungen

Im folgenden werden héufig die Sinus- und Cosinusfunktionen (harmonische Funktionen) benotigt.
Deswegen sollen hier kurz einige wichtige Elgenscgaften zusammengestellt werden:

Beziehung zwischen Sinus und Cosinus: cos(«) = sin(a + 7/2) = sin(a 4 90°)

3.1.1 Geometrische 1D-Reprasentation

In Abb. 3.1 sind eindimensionale Sinus- und Cosinus-Schwingungen gezeigt.

cos(2m kx) sin(2m kx) k= % sin(2m kx)

I sin(2w kx + @) (phasenverschobene
/_\ /\ Schwingung)

0 \ \/ \ > 1 ‘

-1

>

~~

A

0

} sin(2m 2kx) (doppelte Frequenz 2k)

=

Ax A

A2

Abb. 3.1: 1D-Sinus- und Cosinus-Schwingungen, mit unterschiedlicher Phase und Frequenz.

Es zeigt sich, dass diese Funktionen eine typische Periodizitit aufweisen. Nach dem Abstand A (Wellenliéinge)
auf der z-Achse wiederholt sich das Muster wieder. Die Funktionen sin(27 - kx) und cos(27 - kx) hingen
neben x auch noch von einem Parameter %k (Frequenz) ab. Man definiert die Wellenzahl oder rdumliche
Frequenz k:

1
k= = Schwingungsperioden im Einheitsintervall [0..1]

Manchmal (vor allem in der Physik) trifft man auch die Definition k& = 27” an. Dann ist der Faktor 27 in
der Sinus- oder Cosinus-Funktion nicht notig.

Die Bezeichnung rdumliche Frequenz stammt von der Analog zu zeitlichen Schwingungen. Dort nennt

man die Periode der Schwingung (=Wellenlinge) 7" und die Anzahl der Schwingungen pro Einheitszeit-

intervall (z.B.1s = [v] = 1 Hz) Frequenz v = %, oder Kreisfrequenz w = 27”

13



3 Fourier-Darstellung von Bildern

In der obigen Abbildung ist rechts auch eine Verschobene Schwingung gezeigt. Um eine solche Ver-
schiebung zu erreichen, muss man eine Konstante ¢ (Phase) zum Argument des Sinus addieren. Dieses
 hingt mit der Verschiebung Az so zusammen:

A
b

Die Verschiebung wird also im BogenmaB [0..27] oder im GradmaB [0..360°] gemessen.

Jede harmonische 1D-Schwingung lasst sich also durch Angabe von zwei Parametern, nimlich der
Frequenz k und der Phase ¢ genau bestimmen. Zusitzlich kann man noch einen reellen Vorfaktor r
(Amplitude) hinzufiigen, der die Schwingung skaliert:

Jharmonisch (x) =7nr-: COS(27T -kx — (,D)

komplexe Repréasentation, 1D: Oft bendtigt man zwar nur reelle Sinus- oder Cosinusschwingungen.
Um aber z.B. eine Phase ¢ zu einer Grundschwingung cos(27kx) hinzuzufiigen ist eine nicht-triviale
Rechnung mit Additionstheoremen notig. Dies kann man umgehen, wenn man die Beziehung

z=a+1ib=|z| e = |2 (cos(¢) +isin(¢)), i€C, a,b,¢,]z| €R
fiir beliebige komplexe Zahlen ausnutzt. Man kann dann obige Schwingung so schreiben:
r - cos(2mkx) = Re {7" . ei'Q”’kx}

Man kann also mit der komplexen Schwingung 7 - €"">™*% rechnen und hernach nur den Realteil verwen-

den. Dies hat den Sinn, dass man jetzt eine Phase ¢ durch einfache Multiplikation mit e~'¥ hinzufiigen
kann: _ _ .
Re {r el -e_“"} = Re {r : el'(%'kx_‘p)} =r-cos(2mkx — )

3.1.2 Geometrische 2D-Reprasentation

Auch in 2D-Bildern kann man harmonische, periodische Strukturen haben, die sich dann in Grauwert-
schwankung duflern, wie sie in der folgenden Abb. 3.2 gezeigt sind.

y [Pixel] A\
Wellenvektor k

Wellenfronten

g(xy) =1
BN
Wellenlangel
g(xy) = cos(2p kX-j )
Ursprung (0,0) X [Pixel]
~] . Dx
Ikl=7" i =2p7

Abb. 3.2: zur Definition des 2D-Wellenvektors
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3 Fourier-Darstellung von Bildern

Analog zum obigen Fall kann man hier auch wieder Parameter fiir die Welle angeben. Das Bild wird von
einer Funktion

-

9(Z)=r-cos(2m-k-T— )

erzeugt. Darin kommen die Parameter r (Amplitude), o (Phase) und k= (Z$> (Wellenvektor) vor. Die
Y

ersten beiden Parameter sind analog zum 1D-Fall. Der Wellenvektor k entspricht der Wellenzahl/rdumli-
chen Frequenz k und ist betragsmiBig gleich dieser. Zusitzlich steht er senkrecht auf den Wellenfronten
der periodischen Struktur. Die Wellenldnge ist jetzt als der senkrechte Abstand zwischen zwei Wellen-
fronten definiert. Eine solche 2D-Struktur wird also durch den Satz der vier Parameter {r, ¢, ks, ky }
vollstindig beschrieben.

Auch hier ist es wieder sinnvoll eine komplexe Reprisentation einzufiihren:

g9(Z) = Re {r . ei'(zﬂ'g'fﬂ")}

In den folgenden Abschnitten wird die Notation aus diesem Abschnitt verwendet. Das Symbol k£ stellt
also immer eine rdumliche Frequenz (Wellenzahl) dar.
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3 Fourier-Darstellung von Bildern

3.2 Fourier-Reihen

Bisher wurden Bilder so dargestellt, dass zu jedem Bildpunkt ein Grau (oder Farb-)wert gespeichert
wurde. Nun betrachte man aber die Strukturen in Abb. 3.3.

A\
il

Abb. 3.3: Wellenstrukturen in 2D-Bildern, mit verschiedenen Frequenzen und Ausrichtungen

In ihnen steckt weit weniger Information, als der Grauwert an jedem Bildpunkt. Sie stellen einfach Sinus-
formige (und gekippte) Schwankungen des Grauwertes dar. Es wiirde also zu ihrer Abspeicherung genii-
gen die Frequenz dieser Grauwertvariationen (Schwingungen) zu kennen, sowie ihre Verkippung. Dies
bringt einen auf die Idee der Fourier-Darstellung von Bildern. Dazu benutzt man eine Verallgemeinerung
des folgenden Satzes aus der Analysis:

Satz 3.1 (FOURIER-Entwicklung in ¢’**)  Fiir eine beliebige Funktion f € R[0, 27| definiert man die
zugehorige Fourier-Summe durch:

w 27
. 1 )
Fl(z) := Z cr e mit ¢ = o f(x)e *dz; ke Z.
T Jo
k=—n

Im Falle der Konvergenz heifit der Limes der Fourier-Summen, die Fourier-Reihe:
o
Fi (z) := Z cr e = lim

n—00
k=—o00 k=—n

Cr ezkm )

M:

Sei nun weiter f € R[0,2n| eine 2m-periodische Funktion. Dann konvergiert ihre Fourier-Reihe im
quadratischen Mittel gegen f und mit ihren Fourier-Koeffizienten cy, gilt die sog. Vollstindigkeitsrelation:

o0
2 Y lenl® = I£11”

k=—o0

Dieser Satz besagt, dass sich beliebige 27-periodische Funktionen in komplexe e-Funktionen entwickeln
lasst. Diese Funktionen leben auf einem Vektorraum R [0, 27r] quadratintegrabler, 2-periodischer Funk-
tionen. Fiir dieses gelten die iiblichen Regeln der linearen Algebra, sodass man auch eine Basis finden
kann, in der beliebige Elemente (Vektoren) dieses Raumes dargestellt werden konnen. Dazu zunéchst ein
kleiner Exkurs:
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3 Fourier-Darstellung von Bildern

Basiswechsel im R2: Man betrachte hier den zweidimensionalen Vektorraum R?.
Vektoren dieses Raumes lassen sich als Spaltenvektoren schreiben, z.B.:

) -G o) 50

Zwei linear unabhiingige Vektoren dieses Raumes bilden nun eine sog. Basis. Dies
konnen beispielsweise €, und €, sein (kanonische Basis). Man kann nun jeden Vektor
des Raumes als Linearkombination dieser Vektoren darstellen:

A=y Cotay €y=1G+1-6, b=byéytby & =—1+2-¢

Um die Koeffizienten a, ,, b/, vor den Basisvektoren zu berechnen kann man, das
sog. Skalarprodukt auf diesem Raum verwenden. Das Skalarprodukt ist hier folgen-
dermaf3en definiert:

(@,b)=a-b:=azby + ayby

Dieses Produkt berechnet den Anteil des Vektors b, der parallel zu a liegt:

N

b

VM

ab
a-

Stehen zwei Vektoren senkrecht aufeinander, so ist ihr Skalarprodukt 0. Die Koeffi-
zienten ¢, /, eines beliebigen Vektors ¢ ergeben sich dann so

Ce = (C€x), ¢y =(CE)
Man konnte also auch eine andere Basis wihlen (z.B. {@, I;}) Dort gilt dann etwa fiir
d=¢é,=(1,0):

- -

dy = (d,d) =1, dy,={d,b)=—1

Auf dem Vektorraum R [0, 27| definiert man nun folgendes Skalarprodukt:

2w

(f.9):= ; f(z)-g"(x) da

Die Funktionen f, g sind Elemente des Vektorraumes und ¢g*(x) bedeutet das komplex-konjugierte der
Funktion g(x). Mit diesem Skalarprodukt wird aus obiger Formel fiir die Fourier-Koeffizienten cj nichts
anderes, als

k=5 (f,e o)

Man kann die Fourier-Transformation also als Basiswechsel im Raum R0, 27] auffassen. Damit lassen
sich zu jeder Funktion f € R|0, 27| Fourier-Koeffizienten ermitteln, mit denen man f als Linearkombi-
nation von Exponentialfunktionen e*** mit verschiedenen k € Z darstellen kann. Man hat also eine neue
Beschreibung {cp, c41, c12, ...} der selben Funktion f gefunden. Bisher hat man den Wert der Funktion
an jeder Stelle x angegeben. Dafiir l4sst sich ebenfalls eine Basis finden:

fx) =) 8w —ax)
k

Die Dirac-0-Funktionen 0(xz — x,) sind iiberall 0, auBer an xj. Dort streben sie gegen unendlich und es
gilt:

/f(:c) -0(z — xo) dz = f(x0)
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Dabei muss man nur voraussetzen, dass der Integrationsbereich die Stelle xg iiberstreicht. Man stellt also
die Funktion als Summe (eigentlich Integral!!!) iber die Werte an den einzelnen Stellen xj, dar.

Die folgende Abb. 3.4 zeigt die Approximation einer Sdgezahnfunktion durch Fourier-Reihen.
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Abb. 3.4: Fourier-Reihendarstellung einer Sigezahnfunktion (griin: Ségezahn, rot: Fourierreihe). Es werden
die ersten ein bis vier Koeffizienten beriicksichtigt.

Je mehr Koeffizienten also zu Approximation herangezogen werden, desto besser wird diese. Auflerdem
stellt man fest, dass hohere Frequenzen zu steileren Anstiegen/Abfillen fiihren.

3.3 Fourier-Transformation

Es zeigt sich, dass man obige Reihenentwicklung auf beliebige Funktionen (die nicht notwendig peri-
odisch sein miissen) erweitern kann. Man kommt dann zur:

Satz 3.2 (FOURIER-Transformation) Sei g(x) : R — C eine quadratintegrable Funktion, d.h.
oo
/ l9(z)]* dz < co.
—o0

Dann ist ihre Fourier-Transformierte §(k) gegeben durch:

oo

906) = Flg) = [ gla) e do = (g(o), *)

— 0o
Ist nur §(k) bekannt, so erhdlt man g(x) durch Riicktransformation:

[e.9]

am:fﬂm:/mm«%m@

— o0

Dies ist die kontinuierliche Verallgemeinerung der obigen Entwicklung. Die Funktion §(k) tibernimmt
die Rolle der Koeffizienten c; und die Summen gehen in Integrale iiber. Der erste Ausdruck entspricht
wieder einem Skalarprodukt auf dem Raum L? der quadratintegrablen Funktionen (einzige Vorausset-
zung!). Der zweite Ausdruck entspricht der Linearkombination der Basisvektoren ¢2™#* (man beachte
die komplexe Konjugation im Skalarprodukt, die im ersten Integral e>™* — =27k hewirkt). Beide
Ausdriicke sind (bis auf das —-Zeichen) vollkommen symmetrisch. Man fiihrt noch folgende Schreib-
weise fiir Fourier-Paare (g, §) ein:

g(x) o= g(k)

Die folgende Tabelle fiihrt einige Fourier-Paare auf:
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Normal-/Realraum f(x) Fourierraum f (k) Erklirung
Die Delta-Funktion ent-
d(x) o ] N
hilt alle Frequenzen
Der Kosinus enthilt nur
cos(kox) o—  1(8(k— ko) + 6(k — ko)) die Frequenzkomponente
ko
sin(kox) o—e  L(5(k— ko) — 6(k — ko))
oz oo o7k Gauf} transformiert sich in
Gaufl

Fourier-Transformation, anschaulich: Man kann die Fourier-Transformation so verstehen, dass sie
angibt, welche Frequenzanteile wie stark in einer Funktion (in einem Signal) g(x) vorhanden sind. Man
kann sich dies an Tonen gut vorstellen. Je hoher etwa eine Stimme aus dem Radio klingt, um gréBer
ist der Anteil hoher Frequenzen an dem Signal (g(k) ist also groB fiir groBe % und klein fiir kleine k).
Am Stellschalter fiir die hohen kann man diese hohen Anteile dimpfen, sodass eine hohe Stimme tiefer
erscheint (Prinzip der Filterung, siehe spiter). Dagegen enthilt z.B. die Basslinie eines Musikstiickes sehr
viele tiefe Frequenzen (g (k) ist also groB fiir kleine & und klein fiir groBe k). Démpft man nun die Bisse
am entsprechenden Stellknopf, so gehen diese im Signal verloren und man nervt seine Mitbewohner nur
halb so stark mit Erschiitterungen der Wohnung ;-)

Bei der Riicktransformation werden dann die einzelnen Basisschwingungen ¢'** mit c(k) skaliert und
aufintegriert.

3.4 Diskrete Fourier-Transformation (DFT)

Fiir die praktische Anwendung dieses mathematischen Konzeptes in der Bildverarbeitung muss man eine
Transformation finden, die auf diskreten Bildern arbeitet (siehe vorheriger Abschnitt 2.5). Dies leistet die
diskrete Fourier-Transformation. Sie geht nun nicht mehr von einer kontinuierlichen Funktion g(x) aus,
sondern von einer Menge von NV ,,Messpunkten® (z.B. die Grauwerte eines Zeilenbildes). Es gilt:

Satz 3.3 (Diskrete Fourier-Transformation (1D-DFT)) Die ID-DFT bildet eine geordnete Menge
von Werte (N -Tupel)

g = {907917 7gN}

auf eine andere geordnete Menge
Q = {907 g1, - gN}

ab. Beide lassen sich auch als Vektoren interpretieren. Die Abbildungvorschrift lautet:

N—-1
N 1 2mwink 1 2mink
gkanEZOgn-eXP<— ~ )=N<g,eXp< ~ >>, 0<k<N

Die Riicktransformation lautet:

N—-1
1 . 2mink R 2mwink
gn—N<g,e><p<— )>—k§_09k-exp( > 0<n<N

N N

Dies entspricht der Diskretisierung der kontinuierlichen Fourier-Transformation aus 3.3. Die folgende
Abb. 3.5 zeigt fiir N = 16 alle Basisfunktionen in Real- und Imaginirteil aufgespaltet.
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cos(2p i n/16) + i sin(2pin/16)
Redlteil Imaginarteil

11
©O© 0o ~NO ol WN PP O

=
;

5
2

Abb. 3.5: alle Basisfunktionen in Real- und Imaginirteil fiir eine NV = 16 DFT

Man kann sich leicht tiberlegen, welche Wellenzahlen k tiberhaupt erlaubt sein konnen. Dazu muss
man betrachten, welche Schwingungen noch auf einem Gitter mit N Stiitzpunkten darstellbar sind. Die
schnellste Schwingung ist sicher diejenige, bei der genau zwei Stiitzstellen auf einer Schwingung liegen.
Liegen weniger Stiitzstellen auf einer (dann noch schnelleren) Schwingung, so kann diese Frequenz nicht
dargestellt werden (siehe Abb. 3.6).

NANAATTARAR N [ARAD TR

Y AAVARVARYARY ARV A VAACA TR A MA A U LA

gerade noch darstellbar  etwas zu hoch doppelte Grenzfrequenz noch etwas héher
(exakt 2 Stitzstellen) (< 2 Stitzstellen) (1 Stiitzstellen) (~0,8 Stitzstellen)

Abb. 3.6: Mit der DFT konnen nur periodische Strukturen bis zu einer gewissen Grenzfrequenz (2 Bildpunkte
pro Schwingung) dargestellt werden.

Die Bilder in Abb. 3.6 zeigen, dass es nicht moglich ist sehr hohe Frequenzen mit NV Stiitzstellen dar-
zustellen. Bei sehr hohen Frequenzen konnen sogar zu niedrige Frequenzen in der Darstellung erzeugt
werden (Schwebungen, Abtasttheorem). Die niedrigste darstellbare Schwingung ist diejenige, bei der
exakt eine Wellenlinge auf der Breite des Bildes unterkommt. Ein Beispiel ist der Realteil der Basis-
funktion zu N = 1.

Bemerkungen zu Datentypen/dynamischer Bereich: Man geht von einem Grauwertbild mit 256
verschiedenen Grauwerten aus. Wird dieses transformiert, so ergibt sich ein komplexes Bild (Fourier-
Transformierte). Dieses Bild kann zwar wieder mit 256 Abstufungen dargestellt werden, dies ist aber
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nicht empfehlenswert, da die Werte sehr stark streuen (vergleichsweise groler dynamischer Bereich),
sodass in dem meisten Fillen eine Darstellung als £1oat-Bild empfehlenswert ist.

3.5 Mehrdimensionale Fourier-Transformationen

Die Fourier-Trafo wurde bisher nur fiir eine Dimension betrachtet. Die Erweiterung auf mehrere Dimen-
sionen (speziell zwei fiir iibliche Bilder) ist einfach moglich: Man transformiert zunéchst in der z- und
danach in der y-Richtung. Man erhilt so:

Satz 3.4 (W -dimensionale Fourier-Transformation) Sei g : R — C eine quadratintegrable Funk-
tion, also }o l9(Z)]* A"z < oco. Die Integration bedeutet hier eine Integration iiber das gesamte,
—o0
unendliche Volumen des R . Man kann also auch schreiben: T T .. 19(@)? dzdy... < oc. Dann gilt
—00 —00
fiir die Fourier-Transformierte g(E) §
o0
9F) = Flg) = [ 9(@) e aVa = (g(@), ")
—o0
Die Riicktransformation ergibt analog:
o0
9@ =g = [ 9F) -2 @V
—o0

Die einzige Verdnderung gegeniiber der eindimensionalen Transformation ist also, dass das Produkt £z
im Exponenten durch ein Skalarprodukt der Groen # und k ersetzt wurde. Die Bedeutung von & ist
klar. Es ist einfach nur der Ortsvektor, der auf einen bestimmte Position in g(+) zeigt. Der Vektor k wird
Wellenvektor, sieche dazu Abschnitt 3.1.2.

Man erhilt aus obigen Satz auch die Form der zweidimensionalen, diskreten Fourier-Trafo. Die Erweite-
rung auf W > 2 Dimensionen ist vollkommen natiirlich méglich. Der Fall W = 2 ist aber sehr wichtig
und wird deswegen hier explizit angegeben. Die Angabe der hoheren Dimensionen ergibt im wesentli-
chen nur Schwierigkeiten in der Notation.

Satz 3.5 (2-dimensionale diskrete Fourier-Transformation (2D-DFT)) Man geht von einem zweidi-
mensionalen Bild gy, ,, aus, das sich als M x N-Matrix darstellt. Die 2D-DFT bildet dann auf folgendes
Bild (Fourier-Transformierte) ab:

1 N Ml 2mimu 2minv
gu,v:WT;)L;gm,n'exp( N >]-exp< N ) O0<u<M, 0<v<N

Die Riick-Transformation ist analog:

iy R 2mimu
o= 3 | 3 e ()

v=0 Lu=0

o
-exp<ﬂ]i;w> 0<m< M, 0<n<N

Durch die Klammerung tritt die Struktur der Hintereinanderausfithrung klar zu Tage. Um auch dies
wieder als Skalarprodukt zu schreiben muss man ein Skalarprodukt auf dem Raum der 2D-Matritzen
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definieren. Es lautet:

N-1
n=0
Damit gilt dann:
. 1
Juw = \/ﬁ : <bu,v7g> und Immnm =

Die Matrix der Basismatritzen ergibt sich als:

M—-1
*
E gm,n fm,n
m=0

# <b a >
\/m —m,—n> Ju,v

2miv 2miv
by = exp N - exp %

Die folgende Abb. 3.7 zeigt Real- und Imaginirteil der Basismatritzen fiir eine 16 x 16-2D-DFT, also
die Basisbilder:

Redltell Imaginartell
N L (R TRTTR L  RELR T W R TR
N=L O 70 O OO N O N NN N 2/ VA OO T D D NN NN N
N=2 I 7 T NS N NSNS S == 7 7 0 RN NN R
NS SZZYWMIES S NNNNSS SZZ% %0 008NN NNNNS
= =222 % NSS =s=22#%! NSNS
= =222 SS =ssz% SSsS
. S22 SsE =22 SSS
., SEEEI == sEs=82 EES
., EEEEI == BMEE=s E=E
g SEEEI ZE E=EE8 EE=
wy =SS Z2 sSSSI Z2=
ey =SSN ZE SESSNNNY T EE
vz ESSN %%2Z =SSNNN NHGEE
vt SSSNNNNEEUUULYZE SSSNNNNEBRUU UYL Z
N=1s o= SN NN N NN O O 2 =S NN N NN % 2
N=t 0 N N ON O N OGO O O O O O N NN NN NN Y

Abb. 3.7: Real- und Imaginérteil der Basismatritzen fiir eine 16 x 16-2D-DFT

Man kann beobachten, dass Basisbilder, die den gleichen Abstand zur linken oberen Ecke haben, in etwa
gleiche rdaumliche Frequenz haben. Nur ihr Verkippungswinkel variiert. Je ndher das Bild zur Mitte ist,
desto hoher ist die Frequenz. Die erste Zeile/Spalte ergibt bei einem Schnitt durch das Bild die Basis-
funktionen der 1D-DFT aus dem vorherigen Abschnitt. Diese zwei Darstellungen sind also analog.

3.6 Eigenschaften der Fourier-Transformation

3.6.1 Allgemeine Eigenschaften

Betrag und Phase im Fourierraum: Auch wenn die Funktion g(x) eine rein reelle Funktion ist, kann
ihre Fourier-Transformierte f (k) durchaus einen nicht-verschwindenden Imaginirteil haben. Die ge-
samte Bildinformation steckt im Realraum also im Realteil. Im Fourierraum verteilt sich diese Infor-
mation auf Real- (k) = Re §(k) und Imaginirteil b(k) = Im §(k), bzw. Phase ¢ = arg(g(k)) =
arctan b(k)a(k) und Betrag |§ (k)| der Fourier-Transformierten §(k) = a(k)+ib(k) = |g(k)|-e'28@(k),
Es darf also auf keinen Fall einer der beiden Anteile vernachlédssigt werden. Die folgende AAbb. 3.8 zeigt,
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was passiert, wenn man zunéchst § berechnet und dann vor der Riicktransformation den Real- oder den
Imaginirteil O setzt, also vernachlissigt.

ohne Imaginarteil der ohne Realteil der

Original: Fourier-Transformierten: Fourier-Transformierten:

nur Phaseninformation der nur Betragsinformation der
Fourier-Transformierten: Fourier-Transformierten:

Abb. 3.8: Auswirkung der vernachlédssigung von Real- und Imaginéreteil, bzw. Betrag oder Phase im Fourier-
raum.

Diese Bilder bestitigen nochmals, dass sich die Information im Foruierraum zu gleichen Teilen auf Real-
und Imaginérteil verteilt.

Symmetrien: Die Fouriertransformation weist einige Symmetrien auf, die auch von praktischen Nut-
zen sein konnen, da man evtl. einige Daten weglassen kann. Es treten zwei Gruppen von Symmetrien

auf:
gerade g(—%) =g(Z ungerade g(—%) = —g(Z
hermitesch ¢(—7) = ¢g*(Z) antihermitesch ¢(—7) = —¢*(%)
Damit ergeben sich folgende Symmetriebeziehungen fiir die Fourier-Transformation:
reell o  hermitesch hermitesch o reell
imagindr °—® antihermitesch antihermitesch ©—®  imaginir
gerade ©o—® gerade ungerade ©°—® ungerade
reell und gerade o  reell und gerade reell und ungerade ©—®  imaginir und ungerade
imagindr und gerade ©°—® imagindr und gerade imagindr und ungerade °—® reell und gerade

Diese konnen so ausgenutzt werden, dass es etwa fiir ein reelles Bild nicht notig ist den gesamten Fourier-
Raum zu speichern. Es geniigt eine Hilfte, da die restlichen Pixel berechnet werden kdnnen. Dies ist
auch einsichtig, da man im Fourierraum zu jedem Pixel zwei Werte (Real- und Imaginérteil) speichert,
wihrend im Realraum nur ein Wert notig war. Man wiirde sonst mit der FT unnétige Information gene-
rieren.
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Die Auswirkungen der obigen Symmetrien kann man z.B. auch in Abb. 3.7 sehen. Lisst man den Ima-
ginirteil im Fourierraum weg, so erzeugt man dort ein rein reales Bild, das nach der Riicktransformation
eine Symmetrie aufweist.

Separabilitat:

Satz 3.6 (Separabilitit der Fourier-Transformation) Als separable Funktion bezeichnet man eine
Funktion mit folgender Eigenschaft:

f(2,y) = g1(x) - g2(y)-

Fiir die Fourier-Transformation einer solchen Funktion gilt:

f@y)=g@) gy) o flhe,ky) = 1(ka) - G2(ky)

Dies ldsst sich leicht zeigen. Man benutzt dazu die Separabilitéit des Kerns der Fouriertransformation:

Fka,ky) = FLf(2,y)] :/ f(z,y) - e2mit=rth) qy dy =

— // 91(1') . 92(:1/) . e27rik:xx 'GQﬂikyy dy da =
N { [ orta- e dx} | {/ galy) - €y dy} B

= Flg1(2)] - Flga ()] = 61 (kz) - G2(ky)

Verschiebung:

Satz 3.7 (Verschiebungstheorem) Wird eine Funktion g(Z) um einen Vektor &y verschoben, so erhiilt
man die neue Funktion h(Z) = g(Z — &y). Fiir die Fourier-Transformierte gilt dann:

Das bedeutet, dass die Fourier-Transformierte einer Funktion, durch die Verschiebung der Funktion nur
eine zusitzliche Phase bekommt, die von der Verschiebung abhingt. Umgekehrt bedeutet eine Verschie-
bung der Fourier-Transformierten um ko eine Modulation des Bildes im Ortsraum mit einer Schwingung
der Wellenzahl EQ.

Diese Eigenschaft ldsst sich ebenfalls recht leicht beweisen, wenn man eine Variablentransformation
U = T — o durchfihrt:

Flg(Z — Zp) // T — Zp) _27”’”3) AV =
// —27r1k: (a+%o) dW

_ e*Qﬂ‘lk)-wo //g(ﬁ) . eQﬂiE-ﬁ' qu — 87271'112-5:’0 Q(E)

(© 2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)


http://www.jkrieger.de/

3 Fourier-Darstellung von Bildern

Aufteilung in Sinus- und Cosinus-Transformation: Jede beliebige Funktion g(Z) ldsst sich in einen
geraden Anteil g, () und einen ungeraden Anteil g, (%) aufteilen. Diese berechnen sich so:

gg(f)zw und gu(f):‘w

Damit kann man die Fourier-Transformation in eine Cosinus- und eine Sinustransformation zerlegen:

hatg(k) = 2/gg(f) cos(2m - k- %) dVx + Zi/gu(a_c') sin(2r - k- %) dV
0 0

Hieraus kann man ersehen, dass fiir die Darstellung einer ungeraden Funktion der sin-Anteil von e'¥ =
cos ¢ + 1 - sin ¢ ausreicht (der Sinus ist selber ungerade) und fiir eine gerade Funktion der cos-Anteil.

Faltungstheorem:

Satz 3.8 (Faltungstheorem) Fiir die Bildverarbeitung wird das Faltungstheorem von Bedeutung sein.
Es besagt, dass sich eine Faltung f(x) ® h(x) im Fourier-Raum als Multiplikation darstellt:

A

Flf@)@h(@)] = f(k)-h(k) &  f(@)@h(z) o f(k) - hk)

Ableitung:

Satz 3.9 (Fourier-Transformation der Ableitung) Die Fourier-Transformierte der Ableitung % ei-
ner Funktion g(x) hat eine sehr einfache Form, wenn die Fourier-Transformierte (k) von g(x) bekannt

ist:
99

5o o 2mi-kg(k)

Eine Multiplikation im Fourier-Raum entspricht einer Faltung im Real-Raum, sodass man weiter er-
hilt:

Jdg .
D =g(x)®F "[27i- k]

Dieses Ergebnis kann zur Erzeugung von Ableitungsfiltern angewendet werden.

Glattheit und Kompaktheit: Je glatter eine Funktion ist, desto weniger abrupte Spriinge und schnelle
Anstiege enthilt sie. In Abb. 3.9 ist dies veranschaulicht. Fiir einen schnellen Anstieg in einer Funkti-
on g(z) bendtigt man Anteile mit hoher Frequenz in ihrer Fourier-Transformierten §(z). Damit ist die
Fourier-Transformierte einer solchen Funktion sehr breit. Je glatter die Funktion g(z) ist, desto weniger
hohe Frequenzanteile werden benétigt und die Fourier-Transformierte wird schmaler (kompakter).

glatt <> nicht glatt

i
A LA

kompakt <> nicht kompakt

Abb. 3.9: glatte und weniger glatte Funktion (oben) und ihre kompakte bzw. ausgedehnte Fourier-
Transformierte
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3 Fourier-Darstellung von Bildern

3.6.2 Spezielle Eigenschaften der diskreten Transformationen

Symmetrie des Kerns: Die Funktion e~ 2™"/N wird als Kern der DFT bezeichnet. Dieser kern weist

eine charakteristische Periodizitit auf:

e=2min/N _ o=2mi(ntN)/N it | € N

Dies bedeutet, dass sich das Bild der Fourier-Transformierten im Wellenzahlraum periodisch wiederholt.
Dies ldsst sich fiir die 1D-DFT graphisch als Ring darstellen (siehe Abb. 3.10).

Abb. 3.10: geometrische Interpretation der Periodizitit des Kerns der 1D-DFT

3.7 DFT als diskrete unitare Transformation und weitere
Transformationen

Die Fourier-Transformation (FT) ist ein Vertreter einer gro3en Klasse von Transformationen, den sog.
unitiren Transformationen. Sie entsprechen in niedrig-dimensionalen Rdumen den Rotationen. Es han-
delt sich also um Lingen- und Winkel-erhaltende Transformation. Diese unitdren Transformationen auf
endlich dimensionalen (diskreten) Vektorrdumen konnen folgendermalen definiert werden:

Definition 3.1 (unitire Transformation) Eine unitire Transformation (durch eine Matrix U darge-
stellt) ist eine lineare bijektive Abbildung von einem endlich-dimensionalen Vektorraum V' auf sich selbst.
Es gilt:

e U ist eine unitire Matrix (U~ = U?)

die Transformation erhdlt das Skalarprodukt auf V': (g, ﬁ) = (Ug, Uﬁ) fiir alle g, h € V. Dies
bedeutet die Erhaltung des Winkels zwischen ¢ und h.

o Aus dem letzten Punkt ergibt sich auch die Erhaltung der Linge eines Vektors: ||G|l, = /(d,G) =
Vv (Ug,Ug) = || Ug],
[}

Die Komposition zweier Transformationen U1 - Us ist ebenfalls eine unitire Transformation.

o die Zeilen- und Spaltenvektoren von U bilden eine Orthonormalbasis von V.

Man kann nun die DFT etwas umformulieren und sie somit auf die Form einer unitdren Transformation
darstellen (mit wy = e>™/N):

1 N-—1
G = N In - e—27rmk/N —
n=0
N-1
. l —nk
= N gn N
n=0
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3 Fourier-Darstellung von Bildern

Dies kann man als Matrixmultiplikation darstellen:

A 1
G- WG
g N g
Dabei ist
w&o'o w;,o'l w&O'N w?v w?\fl w%,v
~1.0 ~1.1 ~1.N 0 - -
UJN ’LUN ’UJN wN wN U)N
Wy = ) ) } =1 . . .
—N-0 —N-1 —-N-N 0 -N —N?
Wy Wy Wy Wy Wy o Wy

Nutzt man zusitzlich noch die Periodizitit des Kerns der DFT aus (siehe 3.6), so kann man W y weiter
vereinfachen (hier am Beispiel N = 4):

N O WY A S N SO W A S O O
W= [P, W, My, Mg = | U8 e, May M = | W T M
w4—0~3 w4—1~3 w4—2-3 w4—3-3 w% w4—3 w4—6 UJ4_9 w% w% w% w%
Wy wy Wy Wy Wy Wyt Wy Wy wy Wy wy wy

Damit reduziert sich die Berechnung einer diskreten Fourier-Transformierten ff aus einem Datenvektor g
entspricht also einer Matrixmultiplikation mit einer fest vorgegebenen Matrix W p. Diese ldsst sich mit
dem Aufwand O(N?) berechnen. Nutzt man zusétzlich bekannte Eigenschaften dieser speziellen Basis,
so kommt man zu schnellen Algorithmen, die als Fast-Fourier-Transformationen (FFT) bezeichnet
werden. Sie arbeiten mit der Komplexitit O(N -log N).

Es gibt noch weitere Basis-Systeme, die durch eine unitire Transformation erreichbar sind. Dazu zih-
len:

Sinus- und Cosinus-Transformation

Hartley-Transformation

Hadamardtransformation

Haartransformation

3.8 Lokale Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation fiihrt ein Bild in Ortsdarstellung in ein Bild in Frequenzdarstellung iiber.
Dabei ist die Orts-Information im Ortsraum lokal, wihrend die Frequenzinformation iiber den ganzen
Ortsraum verschmiert ist. Im Fourierraum gilt das umgekehrt. Manchmal m&chte man aber eine gemischt
Darstellung erreichen, in der sowohl lokale Orts- als auch Frequenzinformation vorliegt. Dazu fiihrt man
die lokale Fourier-Transformation ein:

3@ F) = [ 9@ (@~ ) 4a”

—00

Dabei ist w(# — Z’) eine Fensterfunktion, die nur in einer kleinen Umgebung von Z’ von 0 verschieden
ist. Die Fourier-Transformation wird so auf die lokale Nachbarschaft eingeschrinkt. Es lésst sich zeigen,
dass dies einer Bandpass-gefilterten Darstellung des Bildes entspricht, weil nur Wellenzahlen beriick-
sichtigt werden, die innerhalb des # 0-Bereiches des Fensters Platz finden. Die Breite des Bandpasses
ist umgekehrt propotional zur Breite des Fensters.
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4 Digitalisierung, Abtastung und
Quantisierung

Bisher wurden kontinuierliche und diskrete Daten unterschieden. In der praktischen Anwendung der
Bildverarbeitung tauchen aber eigentlich nur diskrete Daten auf, weil Computer i.A. nur mit diskreten
Werten rechnen. Gleitkommazahlen sind zwar quasi-kontinuierlich, aber auch hier gibt es kleinste dis-
krete Schritte. Aulerdem liefern iibliche Signalquellen, wie etwa Kameras oder Digital-/Analog-Wandler
(z.B. als PCI-Einsteckkarten, oder auf der Soundkarte) diskrete Werte, die meist mit konstantem Abstand
und einer bestimmten Liange geliefert werden: So geben iibliche CCD-Kameras Bilder mit 8-16 Bit aus,
das entspricht 256-65536 Graustufen, deren Absténde in erster Nidherung konstant sind. Es stellt sich nun
die Frage, wie man diese Umwandlung der realen (kontinuierlichen) Daten in diskrete Daten auf dem
Computer verstehen kann. Dieser Umwandlungsprozess gliedert sich in mehrere Schritte:

1. (Bilderzeugung): Dieser Teil beschreibt, wie das Messsystem (Kamera) die realen Daten (z.B.
mittels eines Objektives) auf einen Sensor (CCD-Chip in der Kamera) abbildet.

2. Abtastung/Digitalisierung: Hier wird das reale Bild ¢g(Z) an verschiedenen, diskreten Punkten
vermessen. Eine Kamera hat z.B. 1024 x 1024 Pixel an denen sie die Intensitét misst. Ein weitere
Beispiel ist eine Soundkarte, die ein Sprachsignal nur in bestimmten Zeitintervallen abtastet. Es
ergibt sich also eine erste Form der Diskretisierung, ndmlich auf einem Gitter. Wie das obige
Beispiel der Kamera zeigt, wird auch nicht der gesamte Raum abgetastet, sondern es wird evtl. nur
ein Fenster ausgeschnitten (z.B. Grofle des CCD-Sensors).

3. Quantisierung: Die Werte an den Gitterpunkten sind in diesem Modell noch kontinuierlich. Sie
miissen nun noch in digitale Werte (z.B. 1 Byte [0..255]) tiberfiihrt werden.
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4 Digitalisierung, Abtastung und Quantisierung

4.1 Bilderzeugung, Abtastung

Zur Bilderzeugung zidhlen zwei Schritte: Zunédchst wird das zu vermessende Objekt auf einen Sensor ab-
gebildet. Bei einer Kamera tibernimmt das z.B. das Objektiv. Hierbei konnen Verzerrungen und andere
Einfliisse auf das (noch kontinuierliche) Bild auftreten, die hier aber nicht weiter besprochen werden sol-
len, da hierzu ein genaues Verstdndnis z.B. der Abbildungseigenschaften von Linsen nétig wire. Danach
wird das Bild auf den Sensor projiziert. Das Bild auf dem Sensor wird mit gccp (%) bezeichnet. Hier
soll der Fall einer Kamera besprochen werden. Die folgende Abb. 4.1 verdeutlicht den Aufbau einer
CCD-Kamera und wie damit abgetastet wird.

unempfindliche Bereiche

\
4444+

empfindliche Pixel Abtastpunkte
digitales Gitter

Abb. 4.1: Abtastung mit einer CCD-Kamera

Eine moderne Digitalkamera ist als Gitter von lichtempfindlichen Zellen aufgebaut (dunkelgrau). Zwi-
schen den lichtempfindlichen Bereichen befinden sich unempfindliche Stege (hellgrau). Pro Pixel wird
nur ein Wert abgelesen, der dem Abtastpunkt (rot) zugeordnet wird. Dies bedeutet eine Mittelung der
Intensitit des einfallenden Lichtes iiber die Flidche des Pixels. Da nur die Werte an den Abtastpunkten
zuriickgeliefert werden, entsteht ein Gitter von Werten (digitales Gitter, hellgrau). Die Mittelung iiber

. . ) . L. . 1 & im Pixel
einen einzelnen Pixel kann mathematisch als Faltung mit einem Rechteck rect(Z) = 0 sonst
dargestellt werden:

[e.e]

9(Zm.n) = rect ® gocp = / rect(T — Z.m) - gcep () dfs’

—00

m - Ax
n-Ay
1 nur fiir Z’ in dem ihm umgebenden Pixel. Die Integration erfolgt in P Dimensionen iiber den gesamten
Raum. Fiir eine Kamera ist P = 2.

Dabei ist &y, , = < > , m,n € Z ein Punkt auf dem Diskretisierungsgitter und rect(Z’' —Zy, ,,, ) ist

Nach diesem Schritt liegt also ein Bild ¢;,, , = g(Z,n) vor, wobei die Werte an den Positionen n, m des
Gitters noch kontinuierlich sind. Bei der Abtastung kann vor Allem ein Problem auftauchen, das vom
folgenden Abtasttheorem beschrieben wird:
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4 Digitalisierung, Abtastung und Quantisierung

Satz 4.1 (Abtasttheorem) Ist das Spektrum (Fourier-Transformierte) §(k ) eines Signales g(Z) band-

begrenzt, d.h.
s 1

2 _Amin'27

gk)=0 V|k >

dann kann es aus einer Abtastung mit der Schrittweite von Ax = ﬁ exakt rekonstruiert werden.

Dieser Satz besagt, dass man nur ein solches Signal g(Z) aus einer Abtastung richtig rekonstruieren
kann, dessen kleinste periodische Strukturen (charakterisiert durch die minimale Wellenldnge Ayin, bzw.
die maximale Wellenzahl/rdumliche Frequenz kp,x = ﬁ) immernoch zwei Abtastpunkte enthalten.
Die Bandbegrenztheit eines solchen Signals besagt, dass keine Strukturen vorkommen, die eine grofere
Frequenz enthalten, als die Grenzfrequenz Dies kann in der obigen einfachen Form ausgedriickt werden
die das Fourier-transformierte Signal g(k) benutzt, das angibt, wie stark eine Frequenzkomponente k im
Signal vorhanden ist.

Die folgende Abb. 4.2 zeigt anschaulich einige Fehler, die beim Abtasten mit zu groben 1D-Gittern
auftreten konnen:

- Annnmnninsan T
25 O I

< Grenzfrequenz Grenzfrequenz etwas zu hoch doppelte noch etwas hoher
Grenzfrequenz

Abb. 4.2: Fehler bei der 1D-Abtastung (Aliasing-Effekte)

Die Grenzfrequenz kann gerade noch richtig dargestellt werden. Bei etwas hoheren Frequenzen treten
Sturkturen auf, die vorher nicht da waren. Die doppelte Grenzfrequenz wird nicht gar nicht erkannt und
bei noch hoheren Frequenzen sieht man im Bild Strukturen sehr viel groBerer Wellenlinge. Letzteres
riihrt daher, dass in jeder Schwingungsperiode nur noch etwas weniger als ein Abtastpunkt liegt, der im-
mer weiter innerhalb der Schwingung wandert. Solche Fehler werden (im 1-dimensionalen) als Aliasing
bezeichnet.

Auch in hoher-dimensionalen Signalen konnen solche Fehler auftreten. Man spricht dann oft von Moiré-
Musternn. Sie treten z.B. auf, wenn man ein Bild aus einer Zeitschrift (Rasterdruck) mit nur geringfiigig
groBerer Auflosung einscannt. Man iiberlagert dann das Druck-Gitter mit dem Abtastgitter des Scanners.
Solche Erscheinungen treten immer auf, wenn man zwei Gitter iiberlagert. Die folgende Abb. 4.3 zeigt
Beispiele fiir den Moiré-Effekt
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Moiré-Muster an einem Vor hang:

M oir é&-Effekt beim Rasterdruckes:

verschiedene Zoomstufen/Abtastintervalle

Abb. 4.3: Falte eines Vorhangs (diinnes Gitter des Stoffes), mit Moiré-Mustern (mit freundlicher Genehmi-
gung von Julia Ziegler) und Moiré-Effekte beim Rasterdruck

Die Bilderzeugung lisst sich als Faltung mit einer Rechteck-Funktion sehen. Die Abtastung ist analog
ein Multiplikation mit einem sog. Delta-Kamm ) | §(Z — 73, ,) (dabei sind 77, ,, die Abtastpunkte),

m,n
oder auch ,,Nagelbrettfunktion“. Das ist eine Funktion, die sich aus ¢-Peaks an den Abtastpunkten 7, ,,

zusammensetzt. Das abgetastete Bild l4dsst sich dann so schreiben:

9s(Z) = geep(B)i(Z) -+ Y 6(F = Fnn)

Zusitzlich multipliziert man noch eine ,,Fensterfunktion* w(Z) an das Signal, die nur innerhalb der
endlichen GroBe des Bildsensors (z.B. N = L x L = 1024 x 1024 Pixel) 1 ist und sonst 0. Damit hat
das Bild eine fest vorgegebene Linge/Breite L und wird mit einer Gitterkonstante Az gesampelt.

Diese Abtastung ldsst sich auch im Fourier-Raum betrachten: Dort kann man nur Frequenzkomponenten
zwischen Apin = ﬁ und Apax = Ax darstellen (siehe Abtasttheorem). Dabei ist L. = N die Linge
des Bildausschnittes (z.B. L = 1024 Pixel) und Az das Abtastungs-Intervall (z.B. Az = 1 Pixel).
Diese minimalen und maximalen Wellenlidngen entsprechen maximalen und minimalen Wellenzahlen
Emax = 1/Amin und kmin = 1/Amax. Im Fourier-Raum, wie im Realraum werden nur genau N Bildpunkte
benutzt, sodass man im Fourier-Raum wieder ein Gitter, mit der Schrittweite Ak = w = x5
erhélt. Man kann also ebenso nur eine diskrete, endliche Menge von Frequenzkomponenten darstellen,
wie man nur eine diskrete und endliche Menge von Bildpunkten hat.
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Die Multiplikation mit einem Gitter im Realraum entspricht nach dem Faltungstheorem einer Faltung mit
einem Gitter im Fourier-Raum. Dabei benutzt man, dass die Fourier-Transformierte eines J-Gitters wie-
der ein solches Gitter ist. Dies bedeutet aber, dass man die Fourier-Transformierte durch das Sampling,
mit einem Delta-Kamm faltet. Dies fiihrt dazu, dass sich das Muster an jedem Punkt dieses Gitters wie-
derholt. Man erhilt also im Fourier-Raum nicht nur eine Fourier-Transformierte des Bildes, sondern un-
endlich viele, die alle nebeneinander liegen. Dies kann man auch so einsehen: Die Fourier-Reihe war nur
fiir periodische Strukturen auf einem endlichen Intervall definiert, wiahrend die Fourier-Transformation
auf beliebige Signale auf einem unendlich groBen Intervall anwendbar ist. Durch die Uberfiihrung der
kontinuierlichen Fourier-Trafo in die diskrete DFT, bringt man wieder die Begrenzung des Intervalles
mit ein, was dazu fiihrt, dass die beschriebenen Strukturen periodisch sein miissen, wie bei der Fourier-
Reihe.

Die Multiplikation mit der Fenster-Funktion entspricht im Fourier-Raum einer Faltung mit deren Fourier-

-

Transformierter (k). Dies bewirkt die oben erklirte Bandbegrenzung des Signals. Die folgende Abbil-
dung zeigt eine Rechteckfenster und seine Fourier-Transformierte sinc(z) = sin(x)/x:

NN A s
\/ V

Insgesamt bedeutet also die Abtastung mit einem Gitter eine obere und die Fensterfunktion eine untere
Frequenzschranke fiir das Signal.

Standardabtastung: Die oben beschriebene Abtastung, wie in einer CCD-Kamera (jedem Bildpunkt
wird der Mittelwert des zugehorigen Pixels zugewiesen) wird als Standardabtastung bezeichnet.

Uberabtastung: Um Abtastfehlern zu entgehen wihlt man oft (bei bekannter Periodizitit der erwar-
teten Strukturen) ein Abtastgitter, das kleiner ist als die kleinste Struktur. Ist das Gitter zu fein, so steigt
der Speicherverbrauch sehr stark, ist es zu grob kommt es zu obigen Fehlern. Ublicherweise wihlt man
Az so, dass man etwa 3-6 Abtastpunkte pro Schwingung erhilt.

Rekonstruktion des Bildes: Es fehlt noch eine Moglichkeit, um aus dem diskretisierten Bild das kon-
tinuierliche Bild zu rekonstruieren. Dazu muss man die Werte an Punkten zwischen zwei Gitterpunkten
aus den umliegenden Grauwerten interpolieren. Ublicherweise hiingt dann der Grauwert mit abstandsab-
hingig von den umliegenden Grauwerten ab.

4.2 Quantisierung

Der letzte Schritt bedeutet die Uberfithrung des kontinuierlichen Signals in ein diskretes Signal, wie
es etwa mit den Datentypen int oder char dargestellt werden kann. Dies gescheit in sog. Analog-
/Digitalwandlern, elektronischen Bauelementen, die ein Eingangssignal mit verschiedenen vorgegebenen
Signalstufen vergleichen und einen entsprechenden Digitalwert ausgeben, z.B.:
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I=0 —0
I=05 —127
I=1 — 255

Die folgende Abb. 4.4 zeigt ein und dasselbe Bild, aber mit verschiedenen Anzahlen an Grau- und Farb-
stufen quantisiert.

ale Farben 256 Farben 32 Farben 8 Farben 4 Farben 2 Farben

Abb. 4.4: Quantisierung eines Bildes mit unterschiedlich vielen Grau- und Farbstufen

Ublicherweise sind die Quantisierungsstufen in der Bildverarbeitung #quidistant. Um andere Stufen zu
erreichen kann man am einfachsten das Bild vor der Quantisierung transformieren. Treten z.B. sehr grofie
Intensitidten I ~ 1 und gleichzeitig sehr kleine Intensititen / ~ 0.005 auf, wobei in beiden Bereichen
Details aufgelost werden sollen, so kann man vor der Quantisierung den Logarithmus der Intensititen
an den Bildpunkten berechnen. Dies fithrt dann bei Anwendung einer dquidistanten Quantisierung zu
Grauwerten, die nicht-dquidistanten Intensitdten entsprechen.

Macht man ein einziges Bild, so kann man Grauwerte mit der Genauigkeit Ag messen, die dem halben
Abstand zweier Grauwertstufen entspricht. Es gilt also 0 < Ag. Macht man allerdings mehrere Messun-
gen und mittel so iiber N Messungen an ein und demselben Pixel, so sinkt die Standardabweichung/der
Fehler mit V:
Ag
0 X N
Man kann so durch wiederholte Bildaufnahme die Genauigkeit steigern. Es gibt aber meist eine untere
Grenze fiir die Standardabweichung, die durch andere (systematische) Effekte im Bildaufnahmesystem

bedingt sind.
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Bildreprasentation

Ublicherweise werden Bilder als Feld im Speicher reprisentiert. Man kann dann mit 1,2,3,... Indizes auf
die einzelnen Pixel zugreifen. Manchmal sind aber auch andere Représentationen von nutzen:

5.1 Lauflangenkodierung

Grauwertbilder lassen sich vorteilhaft mit der Lauflingenkodierung (run length encoding, RLE) kompri-
mieren. Dazu speichert man nicht die Abfolge der Pixel (in jeder Zeile) ab, sondern gibt an, wie oft Pixel
hintereinander vorkommt. Kommt in einer Bildzeile also der Wert w 25-mail hintereinander, so speichert
man nicht 25 mal den Wert w, sondern die Anzahl 25 und einmal den Wert w. Diese Kompressionsart
wird in einigen Grafikformaten (z.B. TIFF, TGA, BMP) verwendet und eignet sich natiirlich vor Allem
fiir Bilder, in denen auf groBen Bereichen der gleiche Grauwert steht. Man muss allerdings beachten,
dass bei Grauwertbildern noch ein irgendwie gearteter Marker eingefiihrt werden muss, um zwischen
Anzahl und Wert zu unterscheiden, da sonst alle einzelnen Pixel auf die doppelte Grole (Anzahl 1 +
Pixelwert) aufgeblasen werden. Hier ein Beispiel:

Daten: |12 12 12|15 15|14 |15 %0 20 20 20 20 20 20j85/90 10 10 10 10 10 10
Code: 3 12|12 15[ 14{15[14|7 20|85 [90|6 10

Anzahl Daten

Diese Kodierung ist bei Schwarz-Weil3-Bildern besonders effektiv, weil hier nicht der Wert mit abgespei-
chert werden muss. Denn auf ein schwarzes Gebiet folgt immer ein weifles und umgekehrt. Man nimmt
an, dass der erste Pixel 0 ist. Ist er dies nicht, so speichert man einfach 0 schwarze Pixel am Anfang ab.
Ein Beispiel:

Datem:: 1111002210202 1212121212121121000000000j21112
Code: 0l4|2|2|1]1] 1| 10{9|4

Anzahl

5.2 Quadtree/Octree

Bei der Reprisentation als Quadtree (Octree fiir 3D) werden Schwarz-Wei3-Bilder immer wieder in vier
Quadranten unterteilt. Ist ein Quadrant homogen gefirbt, so wird seine Farbe gespeichert. Andernfalls
wird er weiter unterteilt. In Abb. 5.1 ist ein Beispiel gezeigt.
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5 Bildreprisentation

Bild: Quadtree:
NW NO 0
NW QO NO sw Q)
® H e
[ [ [

Abb. 5.1: Quadtree eines Bildes

Man kann diesen Baum nach Depth-First-Order durchlaufen und jeden Knoten kodiert abspeichert. b
steht dabei fiir schwarz, w fiir weil3 und g fiir einen inneren Knoten. Der so entstandene Code ist ein-
deutig. Die folgenden Zeilen zeigen den Code zum Baum aus Abb. 5.1. In der zweiten Zeile sind zur
besseren Lesbarkeit Klammern eingefiigt worden:

ggwwgwwwbbwggwbwbbwgwbwwgbwgbbwww
g(g(wwg(wwwb) b)) wg(g(wbwb) bwg(wbww)) g(bwg(bbww) w)

Ein solcher Baum ist eine effiziente (platzsparende) Darstellung, wenn viele Blattknoten in den obe-
ren Baumebenen liegen, da diese fiir grofe Bildbereiche stehen. Im Gegensatz zur Lauflingekodierung
werden hier 2D-Daten kodiert und nicht nur einzelne Zeilen.

5.3 Weitere Kodierungsmethoden

Neben den obigen beiden Varianten wird in Dateiformaten fiir Grafiken oft der LZW-Algorithmus (Lempel-
Ziv-Welch-Algorithmus) eingesetzt. Er ermoglicht es Bilder mit diskreten Grauwerten dann gut zu co-
dieren, wenn sie grof3e gleichfarbige Stellen aufweisen.
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Teil Il

Grundlegende Operationen auf
Bilddaten
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6 Punktoperationen und geometrische
Operationen

6.1 Punktoperationen

Definition 6.1 (Punktoperation) Eine Punktoperation P, ,, dndert den Grauwert eines Pixels, in Ab-
hingigkeit vom alten Grauwert selbst und evtl. der Position des Bildpunktes. Man kann sie so notieren:

g;n,n = Pm,n(gm,n)

Ist die Punktoperation von der Position des Pixels unabhdiingig, so nennt man sie homogen. Bei solchen
lasst man die Indizes weg:
/
gm,n - P(gmﬂ)
Hdngt eine Punktoperation von zwei Bildern ab, so nennt man sie dyadische Punktoperation. Man kann
sie so schreiben:

g;n,n = Pm,n (gm,m hm,n)

Schnelle Berechnung, Lookup-Tables: Vor Allem bei homogenen Punktoperationen treten oft Rech-
nungen mit den selben Parametern auf. So kann es z.B. nur 256 verschiedene Grauwerte, also auch nur
256 verschiedene Ergebnisse einer homogenen Punktoperation geben. Darum kann es sinnvoll sein al-
le moglichen vor der Anwendung der Operation Ergebnisse zu berechnen und bei der Anwendung diese
nur noch in einer Tabelle nachzushhlagen. Eine solche Tabelle wird auch Lookup-Table (LUT) genannt.
Liegen etwa die Grauwerte zwischen 0 und 255, so kann sie als einfaches Array implementiert werden,
wobei der zu verarbeitende Grauwert als Index dient. Vor Allem bei Punktoperationen mit komplexen
arithmetischen Funktionen (wie etwa dem Logarithmus) ergibt dies eine wesentliche Beschleunigung.
Es dndert sich dabei zwar nicht die Komplexitidt der Operation, wohl aber die Vorfaktoren. Eine LUT-
Operation ist umso effizienter, je weniger Graustufen ein Bild enthélt. In einigen Frame-Grabbern sind
LUTs schon in Hardware implementiert und ermoéglichen so eine schnelle Vorverarbeitung der eingele-
senen Bilder.

Auch dyadische Punktoperationen konnen mit LUTs implementiert werden. Die LUT ist dann ein 2D-
Array.
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6 Punktoperationen und geometrische Operationen

6.2 Beispiele fir Punktoperationen

lineare Spreizung des Grauwertbereiches: Die folgende Abb. 6.1 zeigt was mit einem kontrastar-
men Bild passiert, wenn man den Grauwertbereich linear spreizt.

Originalbild (Kontrastarm): Histogramme:

2500

2000

1500

lineare LUT:

1000 300

500 250

200

0
4-fach gespreizt: 2500 190
e = V- T=m

100
2000

50
1500

0

1000

500

0 50 100 150 200 250

Abb. 6.1: Spreizung des Grauwertbereiches eines Bildes

Jeder Grauwert wird dafiir mit einem Faktor o multipliziert. Der Grauwertbereich bleibt aber auf [0..255]
beschrinkt, sodass im oberen Bereich ein Abschneiden erfolgt. Evtl. kann man auch noch eine Verschie-
bung gy einbauen. Man kann diese homogene Punktoperation dann so notieren:

S(g) = a-(g— )

Das Beschneiden auf den Bereich [0..255] ist hier nicht dargestellt. In C kénnte man eine solche LUT so
erzeugen:

Listing 6.1: Spreizung des Grauwertbereiches mit Hilfe einer LUT
unsigned char luts[256], pic[256][256];

/+ Berechnung der LUT #*/

for (int i=0; 1<256; i++) {
luts[i]=max (0, min (i%4,255));

}

/+ Anwendung auf ein 2D-Graustufen-Bild pic #*/
for (int i=0; 1<256; i++) {
for (int i=0; 1i<256; i++) {
pic(i)[jl=luts[picl[i] [F]];
}

o T Y R N VI SR

W N = O
—
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6 Punktoperationen und geometrische Operationen

nicht-lineare Spreizung des Grauwertbereiches: Die folgende Abb. 6.2 zeigt was mit einem kon-
trastarmen Bild passiert, wenn man den Grauwertbereich mit einer y-Transformation spreizt.

Originalbild (Kontrastarm): Histogramme:

2500

2000

1500

GammaLUT:

1000 300

500 250

g=05

200
0

nach g Transformation: 2500 10

100

2000
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1500

0

0 50 100 150 200 250
1000

500

0

0 50 100 150 200 250

Abb. 6.2: Spreizung des Grauwertbereiches mit einer «-Transformation

Jeder Grauwert wird dafiir folgendermaBlen mit dem Parameter «y transformiert:

g \7
r(g) =255 ()
(9) T
Es handelt sich wieder um eine homogene Punktoperation. Die Implementation kann genauso wie oben
erfolgen. Eine Uberschreitung des Bereiches [0..255] ist nicht moglich. Diese Operation erméoglich ei-
ne Vergroferung des dynamischen Bereiches bei dunklen Grautonen auf Kosten der hellen Grautone
(entspricht dem Verhalten des menschlichen Auges). Siehe dazu auch Abschnitt 2.3.

Bildmittelung: Oft hat man es mit Bilder zu tun, bei denen das Signal dhnlich groB} ist wie das Hin-
tergrundrauschen. Dies ist z.B. bei astronomischen Aufnahmen sehr dunkler Sterne der Fall. In solchen
Féllen hilft es mehrere Aufnahmen des selben Motives zu machen und diese dann Punktweise zu mitteln.
Angenommen es liegen K Aufnahmen g7(’L]7€7?L vor, dann gilt:

K
1
A (1) (K)_f.E:(k)
gmn - an( nm""?gnm) - K — gnm

Nach den Gesetzen der Statistik reduziert sich dabei der Rauschpegel um den Faktor ——. Die folgende

NS
Abb. 6.3 zeigt den Effekt der Mittelung.
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6 Punktoperationen und geometrische Operationen

N=100

Einzelbild: N=5 N=10

Mittelwert:

80.5 96.5 88.3 84.3 80.5
Standar dabweichung:
73.2 45.5 29.3 20.3 11.8
80 1
Standar dabweichung als Funktion der 2 o]
Anzahl N an gemittelten Bildern: S50
E 40
§ 30 1
2 201
& 10
0 T T T T 1
0 20 40 N 60 80 100

Abb. 6.3: Effekt der Mittelung von N verrauschten Bildern

radiometrische Zweipunkt-Korrektur: Oft macht man Aufnahmen mit ungleichméBiger Ausleuch-
tung. Auflerdem konnen die Pixel der Kamera unterschiedlich auf die selbe Intensitit reagieren. Dies
wird z.B. durch Produktionsfehler und durch Staub oder Wassertropchen auf dem (gekiihlten) CCD-
Chip hervorgerufen. Man kann solche Fehler aber korrigieren. Dazu macht man zwei Referenzaufnah-
men. Ein sog. Dunkelbild (,,darkfield*) d,,,,, und ein Referenzbild r,,,, ohne Objekt. Die obigen Effekte
kann man mit folgender inhomogener Punktoperation korrigieren:

/ Inm — dmn

Imn = Rmn(gnma T'mn, dmn) =const - ————
Tnm — dmn

In der folgenden Abbildung Abb. 6.4 sieht man ein Beispiel fiir die Anwendung der Kalibrierung, aller-
dings ohne ein Dunkelbild, da hier Stérungen durch das Abbildungssystem ausgeglichen werden sollen,
die Belichtung aber weit iiber dem Rauschlevel lag.

Referenzbild Originalaufnahme korrigiertes Bild

g § § 8§ & & £ ¥ &
E § § 8 &8 & & 8 &
B 8 5 8 &8 &2 £ 8 &

g
g
g

Abb. 6.4: Kalibrierung des Absorbtionsbildes eines Bose-Einstein-Kondensates (dunkler Fleck) mit einem
Referenzbild, aber ohne Dunkelbild (d,,, = 0). Die Ringe im Referenz- und Originalbild sind die die
Storung durch das Abbildungssystem, die herausgefiltert werden sollen.

Die Zweipunkt-Korrektur ist nicht immer passend. Manchmal ist es nétig nicht-lineare Stdrungen zu
kalibrieren. Man nimmt dann z.B. drei Bilder auf und korrigiert mit einer parabolischen Kurve, oder
Kurven noch héherer Ordnung (mit entsprechend mehr Referenzbildern).
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6 Punktoperationen und geometrische Operationen

Fensterfunktionen: Bevor man die Fourier-Transformierte eines Bildes berechnet, muss man das Bild
mit einer Fensterfunktion multiplizieren, die dafiir sorgt, dass die Grauwerte zum Rand hin auf 0 abfallen.
Ist dies nicht gegeben, so wirkt die wirkt die Begrenzung des Bildes wie die Faltung mit einer Rechteck-
Funktion und das Spektrum des Bildes wird durch die zugehérige sinc-Funktion gestort. Oft verwendet
man ein Sinus-Fenster, da es nur eine einzige Komponente im Fourier-Raum hat.

. (Tm . (TN
Imn = Wmn(gmn) = Gmn - SI (ﬁ) - sin (W)
In der folgenden Abb. 6.5 wird der Effekt illustriert.

Bild multipliziert
Originalaufnahme mit Fenster:

Fourier-Transformierte:
Storung

durch
fehl end
Fenster

Abb. 6.5: Effekt eines Sinus-Fensters auf die FFT

6.3 Geometrische Transformationen

Es gibt eine weitere Klasse von Punktoperationen, sog. geometrische Transformationen. Sie dndern in
erster Linie nicht den Grauwert eines Pixels, sondern seine Position:

7 = M(Z)

Damit die Pixel den Bildes g,,,,, nach der Transformation wieder auf das Gitter eines Pixelbildes passen
ist es evtl. notig an Zwischenstellen zu interpolieren. In Abb. 6.6 sind einige mogliche Transformationen
gezeigt. Viele dieser Operationen koénnen als einfache lineare Abbildungen dargestellt werden, wenn
man sog. homogene Koordinaten verwendet.

Trandation: Rotation: Dilatation: Scherung: Stauchung:

i

Abb. 6.6: verschiedene geometrische Transformationen
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Nachbarschaftsoperationen

Definition 7.1 (Nachbarschaftsoperation) FEine Nachbarschaftsoperation dndert den Grauwert g,y
eines Pixels in Abhdngigkeit von ihm selbst und in Abhdngigkeit der Grauwerte in einem kompakten
Gebiet rund um g,,. Man notiert solche Operationen mit Operatoren A, B, ...:

g=Ag

Man kann verschiedene Nachbarschaftsoperationen unterscheiden, die in den folgenden Abschnitten be-
schrieben werden:

e lineare verschiebungsinvariante Filter (LSI), siche 7.1
e Rangordnungsfilter, sieche 7.2

e rekursive Filter, siche 7.3

7.1 lineare verschiebungsinvariante Filter

7.1.1 Faltungen

LSI-Filter sind Filter, die den Grauwert basierend auf einer kleinen Umgebung verdndert. Dazu werden

die Grauwerte in der Umgebung gewichtet und aufsummiert. Diese mathematische Operation wird als
Faltung bezeichnet:

Definition 7.2 (Faltung) Man betrachte ein diskretes 1D- bzw. 2D-Bild gy, () und eine Faltungsmaske
hinn mit m,n € [—r,r]. Es gilt:

T T T
ID: g, =Y k- guk 2D Ghn= D D ki Gk
k=—r k=—rl=—r

Diese Operation ldsst sich auch fiir kontinuierliche Signale formulieren:

ID: g(z) = / h(z) - g(x — 2') da’ 2D:  g(%) = / / (&) g(@—&)dVa

Die folgende Abb. 7.1 illustriert den praktischen Ablauf einer Faltung.
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7 Nachbarschaftsoperationen

Beispiel fiir eine Faltungsmaske: bildliche Darstellung der Faltung:
0[1]0 —
1]-4] 1 >
0[1]0

&I_

Beispiel fiir eine 1D-Faltung:

Maske:  [13]173]1/3] 1/3]13]1/3
[0 o]

Original: [0 Jo [o [RNRINAI [0 o Jo [FRNRREI [0 [o [o FfARiA
[o]3kA

Ergebnis:  [o] | [ | | [ofia] | | | [ofizpal | |

nEZ B

Beispiel fiir eine 1D-Faltung auf Zwischengitter:

Maske:  [i2]i2 12]172]
Origina: [0 o o NI (oo To TN (oo o RN (oo To)
Ergebnis: [0] | | | | Lofo] [ 1] [ofofua] | | Lo ofuafil | 0] of1

Abb. 7.1: Beispiel einer Faltungsmaske (Laplace-Filter) und anschauliche Darstellung der Faltungsoperation

1/2]1/2

Die Koeffizienten einer Faltungsmaske werden iiblicherweise in der obigen Schreibweise dargestellt. Da-
bei ist zu beachten, dass die Summe iiber die Koeffizienten 1 ergeben muss. Die Koeffizienten werden
aber iiblicherweise als ganze Zahlen dargestellt, sodass man evtl. noch einen Normierungsfaktor beriick-
sichtigen muss. Wird dieser Faktor fortgelassen, so wird der gegebene Grauwertbereich evtl. iiberschrit-
ten.

Die Maske wird iiber das Bild geschoben. An der aktuellen Position werden die Bildpunkte unter der
Maske mit dem entsprechenden Faktoren multipliziert. Danach werden alle diese Werte aufaddiert. Des-
wegen bezeichnet man das Verfahren als Wichten und Addieren.

Die bisher aufgefiihrten Faltungsmasken haben ungeradzahlige Breiten 2r + 1. Ist die Breite einer Fal-
tunsgmaske geradzahlig, so liegt das Ergebnisbild auf einem Zwischengitter (siche Abb. 7.1).

Symmetrien: Es gibt zwei mogliche Symmetrien bei diskreten LSI-Filtern:
e gerade Symmetrie: h_, , = hyy o und hyyy —p = Ay
e ungerade Symmetrie: h_,, , = —hp pund by, = —hip

Nutzt man diese Symmetrien aus, so kann man die Berechnung der Filter vereinfachen, da jetzt die
Summe nur noch iiber die halbe Maske laufen muss. Aulerdem spart man dabei Multiplikationen. Eine
tatsdchliche Verbesserung der Rechenzeit bringt dies nur dann, wenn Multiplikationen teurer sind, als
Additionen.

Randeffekte: Am Rand eines Bildes gibt es bei der Faltung Probleme: Wie soll man die fehlenden
Pixel behandeln? Mogliche Losungen sind:

1. Fiir die Randpixel werden keine neuen Bildpunkte berechnet. Der Nachteil dabei ist, dass das Bild
kleiner wird. Bei der Anwendung mehrerer Filter hintereinander wird das Bild somit kleiner und
kleiner.

2. alles Null: Hierbei werden alle Randpixel auf 0 gesetzt. Dies fiihrt allerdings evtl. zu groBlen
Fehlern, wenn sich die Randpixel des Bildes von O unterscheiden. Dafiir ist diese Methode am
einfachsten zu implementieren.
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7 Nachbarschaftsoperationen

3. zyklische Fortsetzung: Das Bild wird am linken Rand mit dem rechten Bildrand und oben mit
dem unteren Bildrand fortgesetzt (Aufrollen des 2D-Bildes zu einem Torus im 3D-Raum). Dabei
ergibt sich eine sog. zyklische Faltung. Wird die Faltung durch eine Multiplikation im Fourier-
Raum ausgefiihrt, so entspricht sie dieser zyklischen Faltung. Durch die periodische Fortsetzung
kann es am Bildrand zu Grauwertspriingen kommen, die nach Anwendung der Filtermaske zu un-
gewollten Artefakten fithren. Darum wird diese Losung selten verwendet. Sie ist unproblematisch,
wenn das Bild zum Rand hin iiberall auf den gleichen Grauwert abfillt.

4. gespiegelter Rand: Das Bild wird gespiegelt fortgesetzt. Diese Randbedingung fiihrt schon zu
recht wenigen Fehlern.

Rand =0 zyklischer Rand gespiegelter Rand

L

L J
¢66 9
. J

ped

Ergebnisnach Mittelung:

Fehler

Abb. 7.2: Prinzip verschiedener Randbedingungen und die Fehler, die dabei auftreten konnen. Es wurde ein
3 x 3 Mittelwert-Filter eingesetzt

Keine der angegebenen Methoden kann eine fehlerfreie Faltung garantieren. Darum sollte man darauf
achten, dass die interessanten Objekte im Bild mindestens eine halbe Maskenbreite vom Rand entfernt
liegen.

Probleme bei der Implementierung von Faltungsalgorithmen: Neben den Randbedingungen treten
noch weitere Probleme auf:

e Mit steigender Dimension nimmt die Komplexitit des Faltungsalgorithmus und die Grofle der
Nachbarschaft schnell zu.

e Bei berechnen der Faltung miissen in der einfachsten Implementierung die Ergebnisse in ein neues
Bild geschrieben werden, da iiberschriebene Werte evtl. noch gebraucht werden (siehe Abb. 7.1,
rechts oben).

7.1.2 Eigenschaften von LSI-Filtern

Satz 7.1 (Linearitit) Jeder LSI-Operator (Filter) H ist linear. D.h. zusammen mit zwei Bildern f, ge
CY und zwei Skalaren a,b € C gilt:

H(aG+bf) =a-(HF) +b- (Hf)
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Satz 7.2 (Verschiebungsinvarianz) Jeder LSI-Operator (Filter) H ist verschiebungsinvariant. Dies
bedeutet, dass der Operator nicht von der Position im Bild abhdngt, sich also wdihrend der Faltung
nicht verdndert. Mit dem Verschiebungsoperator S,,,, der ein Bild um [m, n]t verschiebt, kann man
die Verschiebungsinvarianz so formulieren: Jeder Operator, H, der mit dem Verschiebungsoperator Sy,
vertauscht, also HS,, = SmnH ist verschiebungsinvariant. Es ist also egal, ob man den Operator erst
anwendet und dann das Ergebnis beliebig verschiebt, oder umgekehrt.

Satz 7.3 (Kommutativitit) Zwei beliebige LSI-Operator A, B sind kommutativ, d.h.:
AB = BA

Die Reihenfolge, in der LSI-Operatoren auf ein Bild angewendet werden ist also egal.

Der Beweis kann einfach im Fourier-Raum erfolgen, weil dort Faltungen in Multiplikationen {ibergehen,
die bekanntlich kommutativ sind.

Satz 7.4 (Assoziativitit) Zwei beliebige LSI-Operator A, B sind assoziativ, d.h.:
AB=C

Dabei ist C ebenfalls ein LSI-Filter. Die Anwendung zweier (oder mehrerer) LSI-Filter kann zu einem
neuen LSI-Filter zusammengefasst werden.

Satz 7.5 (Distributivitiit iiber die Addition) Zwei beliebige LSI-Operator A, B sind distributiv bzgl.
der Addition:
(A+B)g=Cg

Dabei ist C ebenfalls ein LSI-Filter und g ein Bild.

Punktantwort: Im Abschnitt 3 iiber die Fourier-Darstellung von Bildern wurde erklart, dass ein Bild
als Linearkombination von Einzelbildern dargestellt, die jeweils nur einen Punkt enthalten, der von 0
verschieden ist. Ein solches Bild entspricht im kontinuierlichen Raum einer d-Funktion. Ein solches
Basisbild sei mit p,,,;, bezeichnet. Es hat an der Stelle (m, n)" den Pixel # 0. Ein beliebiges Bild g lsst

sich dann so darstellen:
g = Z Z gmnﬁmn
m n

Da jeder LSI-Operator H linear ist, gilt weiter:
Hff = Z Z Imn (Hﬁmn)
m n

Es ist also interessant, wie die Antwort eines Filters auf einen d-Puls aussieht. Diese nennt man Impul-
santwort.

Definition 7.3 (Impulsantwort) Die Impulsantwort eines LSI-Filters H ist das Ergebnis der Anwen-
dung des Filters H auf ein Impulsbild py,,, bzw. eine d-Funktion. Fiir diskrete Filter ergibt sich als
Ergebnis die Filtermaske selbst.

Da bei diskreten Filtern die Punktantwort endlich ausgedehnt ist (endlich groBe Filtermaske) spricht man
auch von FIR-Filter oder Finite-Impulse-Response-Filtern.
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Transferfunktion: Die Faltung im Realraum geht im Fourierraum in eine punktweise Multiplikation
tiber. Es ist also auch interessant sich die Fourier-Transformierte der Punktantwort h eines LSI-Filters H
anzusehen. Obiges ldsst sich so zusammenfassen::

~

Hj=hej=F'[h-§

Man definiert so:

Definition 7.4 (Transferfunktion) Die Impulsantwort eines LSI-Filters H sei mit h bezeichnet. Ih-

re Fourier-Transformierte h bezeichnet man als Transferfunktion (TF). Sie gibt an, wie stark welcher
Frequenzanteil im endgiiltigen Bild enthalten ist.

Im Allgemeinen ist die Transferfunktion eine komplexe GroBe, sodass bestimmte Frequenzanteile nicht
nur skaliert, sondern auch verschoben werden kénnen (sieh Abschnitt 3.6.1 und dort die Sitze iiber Ver-
schiebungen). Weist ein LSI-Filter Symmetrien auf, so vereinfacht sich dadurch die Transferfunktion. So
hat ein reeller Filter mit gerader Symmetrie eine reelle Transferfunktion. Bei ungerader Symmetrie ergibt
sich eine rein imaginére Transferfunktion. Diese Tatsachen ergeben sich direkt aus den Symmetriebezie-
hungen fiir die Fourier-Transformation (siehe 3.6.1). Man kann sich weiter iiberlegen, dass gerade Filter
nur Cosinus-Anteile enthalten konnen, weil diese selber symmetrisch sind. Ungerade Filter zerfallen da-
gegen nur in Sinus-Anteile. Dies kann man fiir einen 1D-Filter einfach berechnen. Man geht von der
Symmetriebeziehung h_,, = +h,, aus und rechnet:

il 2winv
h, = Z hy, exp <— N > =
n'=—R

R . .
= ho + Z hyy [exp <_27r]1\;w> + exp <27r]1\;w>}

n/=1

Daraus ergibt sich schlieBlich analog zu obigen Behauptungen unter Verwendung von e'¥ = cos ¢ +

isin ¢:
R " 2mwiny
gerade hy=ho+2 Y By cos N (7.1.1)
n'=1
R R 2miny
ungerade h, = —2i- Z hy, sin < N ) (7.1.2)
n'/=1

Diese Transferfunktionen sind abhéngig von einer diskreten Variable v. Man kann durch die Setzung
Nk/2 = v eine neue, kontinuierliche Variable k einfiihren, die zur besseren Darstellung der Transfer-
funktion herangezogen werden kann. Sie liegt im Bereich [—1, 1]

Zerlegung eines Operator in einfachere Operatoren: Fiir viele komplexe Faltungsmasken ldsst sich
eine einfache Zerlegung angeben, die eine schnellere Implementierung erlaubt. So lisst sich etwa fol-
gender 2D-Operator B in zwei 1D-Operatoren B, B, zerlegen, die iiber eine Faltung verkniipft sind:

1 4 6 4 1 1
4 16 24 16 4 4

B=|6 24 36 24 6|=(1,46,41)®|6|=8.28,
4 16 24 16 4 4
1 4 6 4 1 1

Man kann also anstatt mit der grolen Maske zu falten auch zweimal mit einer kleineren Maske falten.
Dies verkleinert die zu betrachtende Nachbarschaft erheblich.
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7.2 Rangordnungsfilter

Die LSI-Filter konnen durch Wichten und Addieren charakterisiert werden. Es gibt aber auch andere
Schemata, wie man die Daten einer Umgebung verarbeiten kann. Eine zweite Klasse von (nicht-linearen)
Verfahren sind die sog. Rangordnungsfilter. Dabei wird aus den Grauwerte in der Nachbarschaft eine sor-
tierte Liste erstellt. Danach wihlt man den neuen Wert des Pixels aus dieser Liste aus. Man nimmt z.B.
den Median, das Maximum oder das Minimum. Die folgende Abb. 7.3 veranschaulicht einen Medianfil-
ter.

Funktionsweise eines M edianfilters.
sortierte Liste
[9 |9 [10]10{@D)|11]11|12]30]
/ \Median
AN

10/10/11/9 [10]9

N

119 121011 N
10[10]11]9 |8 |12 L
10{11{30{10{11[10 1

1119 |12]11)12 |12
10|10 |11 12|11 |10
9 |10 /12|9 |12|9

Eingabebild Ausgabebild

Anwendung eines M edianfilters:

Gaul-Rauschen

Salt& Peppr-
Rauschen

Originalbild 3x3-Median 7x7-Median

Abb. 7.3: Medianfilter: Prinzip und Anwendung auf ein Testbild

In Abb. 7.3 sieht man unten ein Testbild mit scharfen Kanten verschiedener Dicke. Es enthilt zusétz-
lich rechts oben einen Bereich mit Gauf3’schem Rauschen und rechts unten einen Bereich mit Salt-and-
Pepper-Rauschen. letzteres ist ein Rauschen, bei dem wenige Peaks stark nach oben oder unten abwei-
chen. Es zeigt sich, dass Medianfilter fiir die Entfernung solchen Rauschens besonders gut geeignet sind.
Es zeigt sich aber auch der negative Einfluss auf scharfe Umrandungen im Bild. So verschwindet schon
bei einer kleinen Maske die diinne schwarze Umrandung des Rechtecks und bei einer etwas groBeren
Maske auch die dicke Umrandung des Kreises. Das Gauf3-Rauschen wird nicht sehr erfolgreich geglat-
tet.

Man kann alternativ auch das Minimum oder Maximum auswi#hlen. In Abb. 7.4 ist die Auswirkung
eines solchen Filters gezeigt. Man kann sie benutzen, um z.B. weillen oder schwarzen Text aus einem
Bild zu filtern. Ein Minimusfilter vergrofert dunkle Strukturen (kleine Grauwerte) und verkleinert helle
Strukturen. So verschwinden in der Abbildung etwa die Glanzlichter und die Perlen den Abakus werden
groBer. Der Maximumsfilter macht das umgekehrte. Die Glanzlichter werden verstiarkt und der weille
Text wird breiter.

(© 2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)


http://www.jkrieger.de/

7 Nachbarschaftsoperationen

3

(7]

<

*

2

o]

Q

g |

5

Originalbild Minimum-Filter Maximum-Filter

Abb. 7.4: Minimums- und Maximums-Filter

7.3 rekursive Filter

Einfihrung: Es gibt noch eine dritte Nachbarschaftsoperation: Rekursive Filter. Diese greifen explizit
auf die Ergebnisse der vorausgegangenen Rechenschritte zuriick. Ein einfacher Filter fiir ein 1D-Signal
ist etwa:

Gn=0gp 1+ (=) gn
Er benutzt explizit den Wert g;hl, also den Wert, der als letztes ,.erzeugt“ wurde. Dieser Abschnitt
beschrinkt sich auf 1D-Filter, da hier alle Prinzipien klar werden, die Notation aber gleichzeitig nicht
unnotig kompliziert wird.

Kausalitat: Benutzt ein Filter fiir zeitliche Signale neben dem aktuellen Wert nur ,,alte” Werte, so nennt
man ihn ,.kausaler* Filter. Bei riumlichen Eingabedaten gibt es keine Vorzugsrichtung, wie bei zeitlichen
Daten. Dort macht also das Konzept der Kausalitit keinen Sinn.

Verallgemeinerung:

Definition 7.5 (kausale rekursive Filter (1D)) Ein kausales rekursives 1D-Filter bezieht bei der Be-
rechnung des n-ten Pixels/Wertes auch die bereits berechneten Werte mit ein. Aufserdem kann es sich auf
eine Nachbarschaft beziehen. Dies fiihrt zur folgenden allgemeinen Formulierung, die auf Linearkombi-
nationen der Pixelwerte beschrinkt bleibt:

S R
Gn= = gy + > Mugn (7.3.1)
k=1 l=—R
~———

rekursiver Anteil nichtrekursiver Nachbarschaftsanteil

Punktantwort: Im Gegensatz zu den Filtern aus Abschnitt 7.1 sind die Impulsantworten von rekursiven
Filtern meist unendlich ausgedehnt. Es handelt sich also im Allgemeinen nicht um FIR-Filter, sondern
um IIR-Filter (Infinite-Impulse-Response-Filter). Dies sieht man leicht an obigem Beispiel. Um die
Impulsantwort zu berechnen muss man die Rekursion explizit berechnen, indem man das Signal

_ 1 n=0
n = 0 sonst
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einsetzt.

Mit der so berechneten Punktantwort kann man einen nichtrekursiven Filter konstruieren, der zum selben
Ergebnis, wie der rekursive Filter fiihrt. Allerdings ist dessen Punktantwort evtl. unendlich ausgedehnt.

Aus obigem Beispiel erhilt man:

g=agai+(l-a) go =1—-«a
N

<~
-0 -1
T=agy+ (1 -« =a - (1-a
91 90 ( ) g1 ( )
=0
gh=agi+(1—-a) gg =a* (1—-a)

{

gn=ag, 1 +(1—0a) go» =" - (1-0)

Stabilitdt: Man nennt einen Filter stabil, wenn seine Impulsantwort gegen 0 konvergiert. Um zu ermit-
teln ob ein rekursives Filter stabil ist muss die Punktantwort rekursiv berechnet werden. Der Filter aus
obigem Beispiel ist also stabil fiir || < 1.

Transferfunktion: Um die Transferfunktion eines rekursiven Filters zu berechnen geht man von der
Gleichung (7.3.1) aus obiger Definition aus. Diese wird etwas umgestellt und dann Fourier-Transformiert.
Man erhilt dann:

S R
G == argn_+ Y hign
k=1 I=—R

S R
mit ag =1 Zakg;,k = Z hign—i
k=0 I=—R

S R

§(k) - a;-exp(—2mijk) = g(k) Y hjexp(—2milk)
§=0 I=—R

Die Exponentialfunktionen rithren aus den Sétzen liber verschobene Signale her, da ein Term der Form
Jn—n' in der zweiten Zeile nichts anderes als ein um n’ verschobenes Signal darstellt. Im Fourier-Raum
wird aus der Faltung eine Multiplikation, also gilt §(k) = h(k) - §(k). Damit ergibt sich zusammen mit
obiger Rechnung:

R
> hyexp(—2mwilk)

2 9'(k) _1="r
(k) = L
9tk) ioaj - exp(—2mijk)

Zur weiteren Analyse dieses Ausdruckes verwendet man die sog. z-Transformation.
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Oft enthilt ein und dasselbe Bild verschiedene Strukturen, die sich auf verschiedenen Lingenskalen be-
finden. Die folgende Abb. 8.1 zeigt Beispiele dafiir. Je grober die Auflosung, desto weniger feine Details
sind sichtbar (kleine Punkte in den unteren Bildern verschwinden). Teilweise flieBen grobe Strukturen
auch ineinander (drei Peaks links in den 1D-Daten werden zu zwei Peaks).

Vergroberung der Auflésung

v

6

5 5 4
i, 2

0

0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140

Abb. 8.1: Darstellung von 1D-Daten und Bilddaten in verschiedenen Auflosungen

Man sucht also eine Datenstruktur, die solche multiskalaren Daten reprédsentieren kann. Will man z.B.
die Grobstruktur eines Bildes bestimmen, so stort evtl. die Feinstruktur nur. Um etwa Peaks zu iden-
tifizieren ist wohl der zweite Graph besser geeignet, als der erste. AuBerdem reduziert die Reduktion
der Auflosung auch die Anzahl der Daten und damit die Gré8e einer evtl. anzuwendenden Filtermaske.
Damit ist die Strukturerkennung bei groberer Auflésung nicht nur einfacher, sondern evtl auch schneller.
Eine Datenstruktur, die dieses leistet ist die GauB3-Pyramide.

Im Ortsraum hat man iiblicherweise nur riumliche Informationen. Die Information iiber enthaltene Wel-
lenzahlen ist iiber den gesamten Ortsraum verschmiert. Man hitte aber u.U. auch gerne eine Darstellung
des Signals, die eine lokale Orts- und Wellenzahlinformation enthilt. Man kann sich z.B. eine Serie von
Bandpass-gefilterten Bildern mit sinkender Auflosung vorstellen. Dabei enthélt jedes Bild nur solche

Strukturen, die einem charakteristischen Wellenzahlbereich entsprechen. Eine passende Datenstruktur
ist die Laplace-Pyramide.

8.1 Pyramiden-Zerlegungen

8.1.1 GaufB-Pyramide

Die GauB-Pyramide besteht aus einer Folge von Bildern, deren Linge und Breite sich von Schritt zu
Schritt halbiert. Um das Abtast-Theorem nicht zu missachten muss vor dem Halbieren der Auflosung
eine Glittung erfolgen. Man bezeichnet den Glittungsoperator mit 3. Bei ihm handelt es sich um einen
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8 Multiskalenreprisentation

GauB-Filter (bei diskreten Bildern ein Binomialfilter). Zusitzlich benétigt man noch einen Operator | o,
der die Auflosung halbiert, also das Down-Sampling {ibernimmt.

Definition 8.1 (GauB-Pyramide) Sei B ein Gldittungsfilter und der Operator | o halbiere die Auflosung
der Bilddaten. Das Ausgangsbild sei mit G bezeichnet. Die Gauf3-Pyramide lisst sich dann rekursiv
definieren:

1. Die unterste Ebene der Pyramide ist das Originalbild:

—

GO — G
2. Die jeweils ndchste Ebene berechnet sich aus der vorherigen durch Gldttung und Abtastung:
Gt = |, (B (j("))

3. diese Vorschrift wird ausgefiihrt, bis das kleinste Bild nur noch aus einem Bildpunkt besteht.

Der Glattungsfilter als Tiefpassfilter sei so dimensioniert, dass sich die Grenzfrequenz von Ebene zu
Ebene halbiert.

Man verliert also von Ebene zu Ebene an Auflésung und es gehen feine Strukturen (hohe Frequenzantei-
le) verloren. Man erhilt eine Serie von Tiefpass-gefilterten Bildern. Der zusitzliche Speicherbedarf der
Gaullpyramide im Vergleich zum Originalbild ist relativ klein. Die Gesamtzahl der Bildpunkte in einer
Pyramide zu einem W -dimensionalen Bild ist:

2W
oW 1

- - - 1 1
N :— ﬁg(0)+ﬁg(1)+ﬁg(2)+...:MW. <1+2W+22W+...> <MWV

Damit ergibt sich fiir W = 2 und M = 256: Das Originalbild enthilt NV ) = MW = 65536 Punkte.
Die Gesamte Pyramide N < % - N, Es wird also weniger als ein drittel mehr Speicher benétigt. Die
Berechnung der Pyramide ist ebenfalls sehr effektiv, da die Bilder von Stufe zu Stufe kleiner werden
und somit die Filterung immer schneller von Statten geht. Die Pyramide ermoglicht eine effiziente Da-
tenverarbeitung auf den hoheren Stufen, weil das Bild kleiner wird und die Filtermasken auch kleiner
dimensioniert werden kénnen.

8.1.2 Laplace-Pyramide

Die GauB3-Pyramide stellt eine Serie von Tiefpass-gefilterten Bildern dar. Man kann aus ihr die Laplace-
Pyramide berechnen. Diese ist eine Serie von Bandpass-gefilterten Bildern. Jede Ebene enthélt also
nur Wellenzahlen zu einem bestimmten, eng begrenzten Wellenzahlbereich. Zur Berechnung der Gauf3-
Pyramide werden zwei aufeinanderfolgende Bilder der GauB-Pyramide subtrahiert. Dazu muss eines
vergrofert werden. Dies erledigt der Expansionsoperator T,. Seine Berechnung kann aber recht kom-
plex sein, weil eine Interpolation der fehlenden Daten bendtigt wird. Der Index 2 gibt an, dass die Grofie
des Bildes (Ldngendimension) verdoppelt wird.
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Definition 8.2 (Laplace-Pyramide) Mit {2 sei der Expansionsoperator bezeichnet. Man geht von ei-
nem originalbild G aus, aus dem eine Gaufipyramide mit den Stufen GO, ...,GM) konstruiert wurde.
Daraus kann man die Laplace-Pyramide L™ rekursiv berechnen.:

1. Die Bilder der obersten Ebene (kleineste Bilder) sind gleich:
LM) — G(M)

2. das ndchstgroflere Bild ergibt sich durch Vergroflern und Subtrahieren aus der Gauf3-Pyramide:

£ — Gm)_ q, Glm+1)

Um das Originalbild wieder herzustellen muss man nur die Bilder der Laplace-Pyramide rekursiv ver-
groflern und aufaddieren:

CU) — F) gl — el ¢ @il = Flasliy 4 (E(m)_,_ 0 é(mﬂ)) = .

Gaul-Pyramide L aplace-Pyramide

Beispiel fur Laplace-Pyramide

A ’ :
_ ,/'@/
n=1
/’ 40

n=2 /V@ 60 |

\@/v
n=3 = &
n=4 ml/'@/t

Abb. 8.2: Veranschaulichung der Berechnung der Laplace-Pyramide

8.1.3 Richtungszerlegungen

Man kann die obigen Pyramidenzerlegungen noch um eine Richtungsinformation erweitern. Dabei wird
zur Glittung ein separierbarer Filter B = BB, verwendet. Man erhilt dann mehrere Bilder pro Stufe,
die zusitzlich eine Richtungsinformation enthalten, da die Gléttung nur in einer Richtung erfolgte.

8.2 Skalenraumtheorie

Die bisherigen Zerlegungen sind nur Spezialfille der allgemeinere Skalenraumtheorie. Die Skala eines
Bildes charakterisiert die typische GroBe von Strukturen im Bild. Bisher wurde die Skala nur in diskreten
und recht groBBen Schritten verdndert (immer halbiert). Es wire aber wiinschenswert die Skala kontinuier-
lich anpassen zu kdnnen. Man bendtigt dazu einen Prozess, der Bilder kontinuierlich unscharf macht. In
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der Physik ist die Diffusion als ein solcher Prozess bekannt. Im folgenden soll der Formalismus der Dif-
fusion auf Bilder angewendet werden, um die Auflosung kleiner Strukturen mit einem Skalenparameter
& kontinuierlich einstellen zu konnen.

8.2.1 Diffusionsgleichungen

Zunichst stellt man sich das Bild als Fliissigkeit vor, in der an verschiedenen Orten unterschiedliche
Konzentrationen an Farbstoff vorliegen. Der Farbstoff kann innerhalb der Fliissigkeit verlaufen. Der
Transport des Farbstoffes wird durch seinen Fluss fbeschrieben. Er gibt an, wie viel Farbstoff (Grauwert)
pro Zeiteinheit iiber die grenze zwischen zwei Pixeln flieft. Diese Fluss hédngt linear vom Grauwert-

(Konzentrations)-Gradienten ﬁg ab. Dabei bezeichnet g das 2D-Bild und V= (g;g‘;) den rdumlichen
Gradienten:

j@,y) = =D Vy(z,y) 8.2.1)
Diese Differentialgleichung wird als 1. Fick’sches Gesetz bezeichnet. Zusétzlich gilt noch die sog. Kon-
tinuititsgleichung:

Z*;’ = —divj=-V-j (8.2.2)

Sie besagt, dass die Gesamtmenge des Farbstoffes (Grauwertes) erhalten bleiben muss. Man kann j n ja

schlieBlich keinen Farbstoff vernichten. 8 7 gibt die zeitliche Anderung der Konzentration an und div ] =
8]1 a]y
_|_

ist die Quellenstédrke des Flusses. Dabei geht man davon aus, dass das Vektorfeld j j den Fluss (im
Pr1n21p dle Geschwindigkeit) einer Fliissigkeit beschreibt. Die Divergenz charakterisiert dabei Stellen im
Bild, an denen Farbstoff ab- oder zuflie§t. Vergleicht man die Situation mit einem Waschbecken, so wére
der Wasserhahn eine Quelle und der Abfluss eine Senke fiir den Wasserfluss. (8.2.2) besagt dann, dass
die zeitliche Anderung des Grauwerte gleich dem Abfluss/Zufluss an einem bestimmten Punkt auf dem
Bild sein muss. Wire diese Gleichung nicht erfiillt, so wiirde an einem bestimmten Ort Farbstoff neu
erzeugt bzw. vernichtet, da sich der Grauwert stirker @ndert, als es durch den Zu-/Abfluss zu erklidren
wire.

Setzt man (8.2.1) in (8.2.2) ein, so erhdlt man die Diffusionsgleichung oder das 2. Fick’sche Gesetz:

@:div(Dﬁg):D-Ag mit A= 1% und D= const (8.2.3)
t 022 3y2 -
Der letzte Schritt ist nur erlaubt, wenn die Diffusionskonstante D nicht vom Ort (z, y) abhéingt. Die par-
tielle Differentialgleichung (8.2.3) ldsst sich im Fourier-Raum relativ leicht 16sen. Dazu macht man auf
beiden Seiten eine Fourier-Transformation der Ortskoordinaten und erhilt mit den Sétzen iiber Fourier-
Trafos aus Abschnitt 3.6.1:

i(k L2 L
8%(75) — 472D ‘k:‘ 0 (8.2.4)
Dies Differentialgleichung gat die Losung:
- - 12
G0k, 1) zg(k,0)~exp(—47r2D‘k‘ ) (8.2.5)

Dieses Ergebnis kann man nun zuriick transformieren. Aus der Multiplikation wird eine Faltung und die
Gauf3-Funktion bleibt eine Gauf3-Funktion. Es ergibt sich:

2
g(7,t) = W exp <_2L€ ’(t)> ® g(,0) (8.2.6)

Dabei ist o(t) = V2Dt die zeitabhingige Standardabweichung (Breite) der Gau-Kurve. Ein Diffusi-
onsprozess bedeutet also nichts anderes als die Faltung des Eingabebildes mit einem GauB3-Filter. Je l4n-
ger die Diffusion andauert, desto breiter wird der GauB3-Filter und desto stidrker wird das Ausgangsbild
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g(Z,0) geglittet. Man kann also die zeit als Skalenvariable ansehen. Man setzt deswegen die Skalenva-
riable &:
¢ = 2Dt = (1)

Je groBer also & ist, desto stirker ist die Glittung und desto weniger feine Strukturen enthélt das Bild
noch. Die folgende Abb. 8.3 zeigt wie sich ein 1D-Signal durch Diffusion verdndert und wie dabei
zunehmend Details verschwinden. Die kleinen Schwingungen in der periodischen Struktur sind relativ
schnell verwaschen. Die groben Strukturen bleiben ldanger bestehen. Im Bild ganz rechts dndert sich der
Skalenparameter schneller, sodass auch die groben Strukturen verwaschen und sich zum Schluss ein
einheitlicher Grauwert ergibt (stabiles Bild).

Diffusion bei einem zufalligen Diffusion bei einem periodischen
1D-Signal 1D-Signal
langsame Diffusion schnelle Diffusion

»
.

Ortskoordinate x
Ortskoordinate x

Skalenvariablex Skalenvariablex Skalenvariablex

Abb. 8.3: Erzeugung eines Skalenraumes durch Diffusion am Beispiel eines zufélligen und eines perioschen
1D-Signals

8.2.2 Eigenschaften des Skalenraumes

Satz 8.1 (Minimum-Maximum-Prinzip) Der Filter zur Erzeugung eines Skalenraumes muss dem
Minimum-Maximum-Prinzip gehorchen. Es besagt, dass sich die Grauwerte an Maxima des Signals nicht
erhohen und an Minima des Signals nicht erniedrigen diirfen. Dies bedeutet, dass mit steigendem Ska-
lenparameter & Information im Bild verlorengeht.

Fiir den physikalischen Vorgang der Diffusion ist dies einsichtig, weil er dem Ausgleich der Konzentra-
tionen zustrebt, als Konzentrationsunterschiede verkleinert.

Andere Filterkerne: Es zeigt sich, dass der GauB3-Filter der einzige mogliche Filter fiir die Erzeugung
von Skalenrdumen ist, da alle anderen denkbaren Filter zusitzliche Strukturen erzeugen wiirden.

andere Skalenrdume: Man kann den Parameter D (Diffusionskonstante) zeitabhingig machen und
erhilt so eine schnellere oder langsamere Diffusion in Abhéngigkeit von &. Bisher gilt £ = 2Dt. Dabei
steigt aber die Breite des Filters nur mit o() o v/t oc v/€. Die Stirke der Glittung hiéngt also nicht-linear
von der Skala ¢ ab. Durch die Setzung D = Dyt erhilt man eine lineare Abhéngigkeit der Filterstirke
von ¢ (quadratischer Skalenraum). Mit D = Dy e/ sogar einen exponentiellen Zusammenhang. Die
Stirke der Glittung steigt dann exponentiell mit £ (exponentieller Skalenraum).
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Mittelung

Mittelungsfilter dimpfen schnelle Grauwertdnderungen und Rauschen. Es handelt sich um Tiefpassfilter,
die hohe Frequenzanteile herausfiltern. Dies fiihrt dazu, dass Kanten nicht scharf bleiben, sondern ver-
schmiert werden. Glattungsfilter z.B. konnen verwendet werden, um leichte Unebenheiten in Objekten
auszugleichen, die sich durch einen konstanten Grauwert auszeichnen.

9.1 Eigenschaften

Verschiebungsfreiheit: Ein Glittungsfilter darf die Position eines Objekte (einer Kante) nicht verin-
dern, da solche Fehler spiter nicht mehr ausgeglichen werden konnen. Eine Verschiebung eines Objektes
bedeutet die Multiplikation des Fourier-Transformierten mit einem Phasenfaktor. Daraus kann man fol-
gern, dass die Transferfunktion (FT der Punktantwort) eines Mittelunsgfilters reell sein muss (man sagt
auch nullphasig). Nach den Eigenschaften der Fouriertransformation (sieche Abschnitt 3.6) ist damit die
Punktantwort (Filtermaske) eines Mittelungsfilters symmetrisch.

Satz 9.1 (Verschiebungsfreiheit) Die Punktantwort eines Mittelungsfilters muss symmetrisch sein.
Damit ist die Transferfunktion reell und der Filter ist nullphasig. Es gilt:

ID: h_,=h, < h,eR
2D: hmn=hmn, homn=hmn < h,,€R

Damit ergibt sich aus Gleichung (7.1.1) aus Abschnitt 7.1.2 die folgende Darstellung fiir die Transfer-
funktion eines Mittelungsfilters

R
h(k) =ho+2- Z hy, cos (vmk)

v=1

Uber eine dhnliche Rechnung, wie in 7.1.2 erhélt man auch eine Formel fiir die 2D-Transferfunktion:

h(k) = hoo

R R
+2 Z ho  cos (vmky) + 2 Z hy o cos (vmky)

v=1 v=1
R R
+4 Z Z hy,y cos (vky) - cos (umky)
v=1p=1

Auch hier sind nur (symmetrische) Cosinus-Komponenten enthalten.
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Satz 9.2 (Erhaltung des Mittelwertes) Der Mittelwert soll bei einer Gliittung erhalten bleiben. Des-
wegen miissen sich die Filterkoeffizienten zu I addieren:

ID: Y hy=1
2D: Y ) hpa=1

Satz 9.3 (Monoton fallende Transferfunktion) Die Transferfunktion eines Mittelunsgfilters soll mit
steigender Wellenzahl monoton gegen 0 fallen:

h(ko) < h(k1) fiir ke > k1

Dies bedeutet, dass groBere Wellenzahlen stirker geddmpft werden, als kleine Wellenzahlen. Damit wer-
den kleine Strukturen stérker unterdriickt, als grobe Strukturen. Mittelungsfilter sind also Tiefpassfilter.

Satz 9.4 (Isotropie) Die Gldattung soll oft unabhdngig von der Richtung sein. Dies bedeutet, dass so-
wohl die Punktantwort (Filtermaske), als auch die Transferfunktion isotrop sein sollen. Sie hingen also
nur vom Betrag des Abstandes bzw. der Wellenzahl ab, nicht von der Richtung:

h(&) = h(&) _und__h(k) = h(|k|)

9.2 Rechteckfilter

Der einfachste Mittelungsfilter ist ein Rechteckfilter. Seine Filtermaske hat auf allen Pldtzen den Koeffi-
zienten 1. Der Filter ist natiirlich auf 1 normiert:

1
D RY =11 1 1] o RO = |1
3 90,

—_ =

1
1
1

Dieser Filter ist auch als laufender Mittelwertfilter bekannt. Die folgende Abbildung zeigt Beispiele fiir
die Anwendung des Filters

1D-Kante:

o [o [o S 2] &® [v3v3v3
0 [0 [z

periodische 1D-Struktur:

1182 1[ 1 2] 1] 1] ® w3v3u3

0/0|0(0|0|0|O

Abb. 9.1: Anwendung von 1D- und 2D-Rechteckfiltern. Im 2D-beispiel wurde der Filter rechts oben und
links unten angewendet. Der Rest des Bildes zeigt das Ausgangsmuster.
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Man sieht in Abb. 9.1 deutlich, dass die Position einer 1D-Kante erhalten bleibt. Die gezeigte periodische
Struktur mit der Periode 3 Pixel verschwindet ganz bei Anwendung des Filters. Der 2D-Filter arbeitet
nicht-isotrop. In bestimmten Richtungen wird stédrker geglittet als in anderen. Die Anisotropie des Filters
tritt besonders in seiner Transferfunktion zu Tage. Sie ist in Abb. 9.2 gezeigt.

Transferfunktion von 1D-Filtern: Transferfunktion von 2D-Filtern:
1

0.8 3
0.6 5

5x5-Filter

0.4

0.2

0
0. 0. 0.6 0.8 1
-0.2

-0.4

3x3-Filter

Abb. 9.2: Transferfunktionen von 1D- und 2D-Rechteckfilter verschiedener Breite

Man sieht, dass die Transferfunktionen nicht monoton gegen 0 fallen. Die Transferfunktion eines idealen
Rechteckfilters ist (wie schon 6fter besprochen die sinc-Funktion:

NI\ AA
\/ V

Sie ndhert sich fiir grofie k zwar der 0, oszilliert aber um diese und fillt wie 1/k (also recht langsam)
gegen 0 ab. Die Stellen an denen die Transferfunktio kleiner als O wird entsprechen einer Phasenver-
schiebung um 180° (Vorfaktor —1). Damit ist das Rechteckfilter weder isotrop (ab 2D), noch fillt es
monoton, noch ist es nullphasig. Das Rechteckfilter ist also kein gutes Glittungsfilter.

Es bleibt noch anzumerken, dass das 2D-Rechteckfilter separabel ist. Es ldsst sich als Faltung zweier
1D-Filter darstellen und kann so schnell berechnet werden:

L [
R=R.®R, < §111:5[111]@951
111 1

9.3 Binomialfilter

Die einfachste 1D-Gléttungsfiltermaske ist B = %[1 1]. Sie mittelt zwei benachbarte Bildpunkte. Das
Ergebnisbild liegt (weil die breite eine gerade Zahl ist) auf einem Zwischengitter. Man kann diesen Filter
mehrfach (R mal) hintereinander anwenden und erhilt dadurch:

2%[1 e[l 1]®..®1 1], Bf=BB..B

R mal

Dabei ergeben sich Filter mit den Koeffizienten, die den Binomialkoeffizienten entsprechen:
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R Vorfaktor Filtermaske

1 172 11

2 1/4 121

3 1/8 1331

4 1/16 146411

5 1/32 15101051
6 1/64 1615201561

Tabelle 9.1: Binomialfiltermasken
Von diesen Filtern sind natiirlich vor Allem diejenigen mit ungerader Breite interessant.

Breite der Faltungsmaske, Binomialverteilung: Die Koeffizienten der Faltungsmaske entsprechen
der Binomialverteilung

N
fn = <n> p" - (1=-pNT", 0<n< N

Dabei ist IV die Gesamtzahl der Experimente und p die Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer. f,, gibt
dann die Wahrscheinlichkeit an genau n Treffer zu erhalten. Fiir Mittelwert und Varianz gilt:

p=Np, o°>=Np(l-p)

Fiir die Binomialfilter mochte man eine um N/2 zentrierte Verteilung, wihlt also p = % Damit ist die

Standardabweichung eine Binomialfilters
/R
o= 1 xX VR

und steigt nur mit der Wurzel von R. Die Glittungswirkung steigt also bei groeren Filtermasken immer
langsamer an.

Es zeigt sich, dass die Binomialverteilung fiir groe NV in die GauB3- Verteilung itibergeht. Ein Binomialfil-
ter ist also die natiirliche Entsprechung eines GauB3-Filters fiir begrenzte Faltungsmasken. Die folgende
Abb. 9.3 zeigt die Binomialverteilung.

Pen 'n: 10, 0.5 Pen 'n; 20, 0.5 1
0.25 0.175 |
02 015 |
0.125
0.15 01!
01 0.075 |
005 |
0.05 t
0.025 |
n I n
1234567 89101112131415161718 123456789101112131415161718

Abb. 9.3: Binomialverteilung fiir p = %

2D-Filter: Die 2D-Filter ergeben sich durch Faltung zweier 1D-Filter:

L2y [
B=B.,®B, < E242:E[121]®12
121 1
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9 Mittelung

Transferfunktion: Da sich die Filtermaske durch Faltung im Ortsraum berechnet kann man die Trans-
ferfunktion einfach durch Multiplikation im Fourierraum berechnen. Es gilt:

B (k) = cos®(wk/2).

Dabei wurde verwendet, dass sich die Transferfunktion des einfachsten Filters B = 31 1] zu B(k) =
cos(mk/2) ergibt. Die folgende Abb. 9.4 zeigt diese Transferfunktion.

1
0.8
0.6
0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abb. 9.4: Transferfunktion verschiedener Binomialfilter

Man sieht, das die Transferfunktion monoton gegen 0 fillt. Es handelt sich hier also um einen wesentlich
besseren Glittungsfilter, als der Rechteckfilter. Der Filter ist auch tatsichlich nullphasig. Es kommt also
zu keiner Phasenverschiebung.

Die Transferfunktion des 2D-Filter hat eine dhnliche Struktur:
b B (k) = cos®(mk,/2) - cost(mk, /2).

Diese Transferfunktion ist nahezu (aber nicht ganz) isotrop. Eine leichte Rest-Anisotropie bleibt {ibrig.
Bei einer isotropen Transferfunktion wiirde nur ein cos-Term auftreten, in dem |k| auftaucht.

Anwendung: Wo im idealen, kontinuierlichen Fall ein GauB3-Filter Verwendung findet wird im diskre-
ten Fall ein Binomialfilter angewendet. Ein Binomialfilter eignet sich besonders um (mittelwertfreies)
Gauly’sches Rauschen zu entfernen. Bei Salt-and-Pepper-Rauschen ist er weniger gut, da er die Fehler
iber die Umgebung des Rauschpeaks nur verteilt. Um solches Rauschen zu Filtern sind Medianfilter bes-
ser geeignet. Bei der Rauschunterdriickung geht natiirlich Detailauflosung verloren, da ja nicht nur das
Rauschen, sondern auch das Bild geglittet wird. hier ist also Vorsicht geboten, wenn sich das Rauschen
auf der gleichen Skala verdndert, wie das eigentliche Bild.

Schnelle Berechnung: Es ist giinstiger die Berechnung durch wiederholtes Anwenden der kleinen
[1 1]-Masken auszufiihren, anstatt mit der grofen Filtermaske zu falten. Die hier auftretenden Multipli-
kationen sind nur -2 und %2, sodass sie durch Bit-Shift-Operationen ausgefiihrt werden kénnen. Diese
beherrschen alle giingigen CPUs und sie sind viel schneller als tatsdchliche Multiplikationen.

Die Anwendung einer (R+ 1) x (R+ 1)-Filtermaske benétigt bei naiver Implementierung O( R?) Multi-
plikationen und Additionen pro Pixel. Bei der Zerlegung der Maske in [1 1]-Masken und Anwendung in
zwei Richtungen benétigt man aber nurmehr O(R) Additionen. Die Multiplikationen kénnen, wie oben
beschrieben vereinfacht werden.
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9.4 Schnelle groBraumige Mittelung

Im vorherigen Abschnitt wurde erwihnt dass die Standardabweichung (und damit die Glidttungswirkung)
eines Binomialfilters nur mit /R wichst (siehe S. 59). Um eine starke, groBriumige Glittung zu errei-
chen kann man zwar die Filtermaske immer weiter vergroern. Der zusitzliche Glittungseffekt einer
solchen VergroBerung wird aber immer kleiner, sodass man andere Verfahren anwenden muss.

9.4.1 Mehrschrittmittelung

Eine Idee ist es zunichst eine normale Binomial-Glittung durchzufiihren und danach eine weitere Glit-
tung, die aber mit einer groBeren Schrittweite als die [1 1]-Maske (B,) arbeitet usw. Eine mogliche
Maske fiir den zweiten Mittelungsschritt ist:

Eine solche Maske tastet nur mehr jeden zweiten Bildpunkt ab. Analog lassen sich noch groere Masken
l§4w, Bs, usw. erzeugen. Man kann dann diese Masken so zu einem Mehrschritt-Mittelungsoperator
zusammensetzen:

By =B, .. BB BB

95—14" T

S mal

Dabei gibt der Parameter I? die Gré8e der Anfangsmaske an. R = 2 entspricht B® = %[1 21.R=4
entspricht BW = %[1 4 6 4 1]. Die Zahl im unteren Index gibt dann die Spreizung des Gitters an.

Effiziente Implementierung, Mehrgittermittelung: Die jeweils nidchsten Mittelungsoperatoren be-
R)

nutzen nicht alle Punkte, die der vorherige Operator erzeugt. So tastet Béx

nur jeden zweiten Punkt ab,
obwohl BQ(UR) auch die dazwischen liegenden Punkte erzeugt. Man kann somit die Operatoren so modifi-
zieren, dass sie nur noch jeden zweiten Punkt ausgeben. Dies erreicht man, indem die Maske nicht um
einen Bildpunkt, sondern um zwei Bildpunkte vorgeriickt wird. Man kennzeichnet einen solchen Ope-
rator durch einen speziellen Index: B, mittelt etwa in x-Richtung und wird jeweils um 2 Positionen
weitergeschoben. Man kann dann obige kaskadierte Glittung By, auch so schreiben:

() gR) RR)

By = BQ\m 2]z 72|z

S mal

Dies bedeutet, dass die spateren Optimierungen auf immer kleineren Gittern arbeiten, also wesentlich
schneller werden.

9.4.2 Rekursive Mittelung

Ein rekursives Filter (siche Abschnitt 7.3) hat eine unendliche Punktantwort, die von der Maskengrofie
unabhiingig ist. Man kann deswegen Glittungsfilter erstellen, deren Glittungsgrad iiber einen Parameter
einstellbar ist, ohne dabei die Maskengrofle zu verdndern. Somit sind mit gleichbleibender Komplexitit
sehr starke und sehr schwache Mittelung moglich. Ein Beispiel fiir ein parametrisiertes Tiefpassfilter ist
etwa:

A g;L:'gqlq:l:l"’_a'(gn_gn:Fl), 0<ac<l
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Dabei handelt es sich allerdings um ein kausales Filter, das in eine bestimme Richtung lduft. Solche
Filter erfiillen nicht die Verschiebungsreiheit. Nimmt man aber an, dass man ein vor- und ein riickwirts-
laufendes kausales Filter * A hat, so kann man diese zu einem verschiebungsfreien Filter kombinieren.
Die Transferfunktionen der obigen Filter sind:

TA(k) = a(k) £i-b(k)

kombiniert man diese Transferfunktionen so, das sich eine reelle Transferfunktion ergibt, so erhilt man
ein verschiebungsfreies Mittelungsfilter. Dazu gibt es zwei Moglichkeiten (im Fourier-Raum):

Addition A

+ o=

[TA+~A] = a(k)
A~ A] = a®(k) + (k)

S
I

Multiplikation

Die Multiplikation entspricht im Realraum einer Hintereinanderausfiihrung, sodass man mit obigem Fil-
ter leicht auch ein 2D-Filter erhilt:

Asp = AgAy = T A, ~A, T A, T A,

Wie bereits gesagt sind die Vorteile eines solchen Filters die Unabhingigkeit des Rechenaufwandes vom
Gliattungsgrad und die leichte Einstellbarkeit der Glattung. Die 2D-Filter haben aber eine grof3e Aniso-
tropie, sodass man evtl. zusitzliche Filter in Diagonalrichtung einsetzen muss. Ist & = 27!, [ € N, so
kann man den Filter sogar ganz ohne Multiplikation und nur mit Bit-Shifts berechnen.

9.5 nichtlineare und steuerbare Mittelung

9.5.1 Medianfilter

Die Grundeigenschaften von Medianfiltern sind im Abschnitt 7.2 iiber Rangordnungfilter bereits aus-
fiihrlich behandelt worden. Dort wurde auch erklirt, wie ein solches Filter besonders Salt-and-Pepper-
bzw. Impuls-Rauschen unterdriickt (siehe Abb. 7.3). Die Strukturen im Bild (wie Kanten oder Rampen)
bleiben dabei erhalten. Medianfilter sind bei gauf3’schem Rauschen eher schlecht geeignet.

9.5.2 gewichtete und einstellbare Mittelung

Oft sind zu Messdaten die Fehler bekannt (in Form der Varianz). Bei Bildern hat man also neben dem
eigentlichen Bild g,,,, noch ein Varianzbild 2,,,. Méchte man nun iiber alle Punkte mitteln und dabei das
statistische Gewicht eines Punktes nach seinem Fehler richten, so wird jeder Punkt mit dem Kehrwert
seiner Varianz gewichtet:

_ 1

g:COHSt‘Zo_T *Omn

myn N
Oft betrachtet man deswegen auch statt dem Varianzbild ein Bild der Wichtungsfaktoren
1

Wmn = —
mn

Dieses Konzept kann auf eine Faltung erweitert werden:
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Definition 9.1 (normalisierte Faltung) Sei h eine Faltungsmaske, g ein beliebiges Bild und w das
zugehorige Wichtungsbild. Dann ist die normalisierte Faltung definiert als:

r_ h@(w-g)
h®w
w =h®w

Die --Operation entspricht einer pixelweisen Multiplikation.

Man kann diese Art der Faltung z.B. nutzen, indem man die Kantenstédrke als Wichtungsbild verwendet
und so Kanten weniger glittet als den Rest des Bildes.

Neben der normalisierten Faltung kann man auch Filter designen, deren Mittelunsgrad iiber einen Para-
meter o anpassbar ist. Macht man diesen Parameter von der aktuellen Umgebung im Bild abhéngig, so
erhélt man ebenfalls eine einstellbare/gewichtete Mittelung.
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10 Kantendetektion

Kantendetektion

10.1 differentielle Merkmalsbeschreibung

Hier soll kurz aufgezédhlt werden, wie man Bildmerkmale (Kanten, Ecken ...) mit ersten und zweiten
Ableitungen beschreibt.

Kante an einer Kante findet man eine schnelle Anderung im Signal (groBe erste Ableitung) senkrecht
zur Kantenrichtung

Ecke Bei einer Ecke handelt es sich um eine Kante, die zusitzlich eine grofe Kriimmung senkrecht zur
Gradientenrichtung aufweist

Linie hier ist die Kriimmung senkrecht zur Linie gro8. Es handelt sich um ein lokales Extremum, also
verschwindet die 1. Ableitung.

Kante Ecke Linie

/

A Grauwert

Grauwert
1. Ableitung

td

1. Ableitung

Abb. 10.1: differentielle Merkmalsbeschreibung

10.2 Ableitungsoperatoren

Aus der Einleitung kann man schlieen, dass man sich hier im wesentlichen mit den ersten und zweiten
Ableitungen beschiftigt. Um passende Filtermasken zu erstellen ist es auch giinstig sich die Fourier-
Transformierten der entsprechenden Operatoren anzusehen. In Abschnitt 3.6 wurde folgender Satz er-
wihnt:

99

5o o 2mickg(k)

64



10 Kantendetektion

Die Ableitung % lasst sich auch als Anwendung des Operators 8% auf das Bild g sehen. Daraus erhilt
man folgende Beziehungen:

0

o o 2mik (10.2.1)
2
882 o—e  —4r’k? (10.2.2)
xr
V oe 27ik (10.2.3)
A=V oo —4n?k] (10.2.4)

In den letzten beiden Gleichungen wurden der Gradienten- und der Laplace-Operator benutzt:

8/81‘1

2 2
o _ | 9/0x, A2
. 0x?  Ox2

10.3 Eigenschaften

Symmetrie/Verschiebungsfreiheit: Ein Ableitungsfilter darf die Position eines Objekte (einer Kante)
nicht verdndern, da solche Fehler spiter nicht mehr ausgeglichen werden kénnen. Wie man bereits an
den Fourier-Transformieren idealen Operatoren sieht, sollte die Transferfunktion einer ersten Ableitung
komplex sein. Daraus ergibt sich mit den Eigenschaften der Fourier-Transformation, dass die Filtermaske
komplex und antisymmetrisch sein muss:

h_yp =—hn

Hat die Maske eine ungeradzahlige Breite, so bedeutet diese Bedingung, dass das mittlere Element O
ist.

Betrachtet man die zweite Ableitung, so miissen die Masken symmetrisch und reell sein.

Phasenverschiebung: Es zeigt sich, dass Ableitungsfilter eine definierte Phasenverschiebung auf ein
Signal geben. Dazu betrachtet man die erste und zweite Ableitung einer Sinus-Funktion:

62
——sinz = cosx ——sinr = —sinz
Oz Ox?
90° Phasenverschiebung gegeniiber sin x 180° Phasenverschiebung gegeniiber sin x

Dies bedeutet auch, dass eine erste Ableitungen Extrema auf Nulldurchgénge und grofle Steigungen auf
Extrema abbildet. Die zweite Ableitung fiithrt Extrema in Extrema iiber.

Satz 10.1 (Unterdriickung des Mittelwertes) Der Mittelwert soll bei allen Ableitungen unterdriickt
werden. Ein solches Filter muss also konstante Anteile des Signals entfernen. Dies ldsst sich erreichen,
wenn sich die Filterkoeffizienten zu null addieren:

ID: > hy=0
2D: ) hpp=0

Diese Bedingung ldsst sich auch fiir die Transferfunktion schreiben. Im Fourier-Raum wird der konstante
Anteil des Signals auf das zentrale Pixel abgebildet (k = 0). Das zentrale Pixel der Transferfunktion des
Filters muss also null sein:

h(0) =0
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Isotropie: FEin idealer Kantendetektor sollte Kanten in beliebigen Richtungen mit der gleichen Emp-
findlichkeit erkennen.

Transferfunktion:

e [. Ableitung: Die Transferfunktion muss imaginédr und antisymmetrisch sein (siche oben). Nach
Gleichung (7.1.2) aus Abschnitt 7.1.2 hat man dann folgende Darstellung der 1D-Transferfunktion:

R
h(k) = —2i- Z hy sin (n'mk)
n/=1

Dabei ist R die Breite der Filtermaske h,,.

o 2. Ableitung: Die Transferfunktion muss reell und symmetrisch sein (siehe oben). Nach Gleichung
(7.1.1) aus Abschnitt 7.1.2 hat man dann folgende Darstellung der 1D-Transferfunktion:

R
h(k) = ho+2- Z hy cos (n'k)

n/=1

10.4 Gradientenbasierte Ableitungsfilter

Ideale Transferfunktion? Zunichst sollen Filter entwickelt werden, die Kanten iiber den Gradienten
des Bildes detektieren. Dazu stellt sich zundchst die Frage in wieweit die ideale Transferfunktion omik
von einem Filter erfiillt werden soll. Es zeigt sich, dass die Bedingung diese Funktion exakt zu erfiillen
zu stark ist, da z.B. auch nach einer Glittung noch eine Kante detektiert werden kann. Man fordert
daher, dass der Ableitungsfilter die ideale (lineare) Transferfunktion nur in einem kleinen Bereich um
k = 0 erfiillt (nutze evtl. Taylor-Entwicklung). Die folgende Abb. 10.2 verdeutlicht das anhand der
Nacheinanderausfiihrung einer Gauf3-Glittung und eines idealen Ableitungsfilters (Multiplikation der
Filtermasken im Fourier-Raum, Faltung im Realraum).

Glattung Ableitung glattender Ableitungs-
A A filter

> ” ; um k=0
liegt ideale
TF vor

Abb. 10.2: Kombination von Gléttung und Ableitung in einem Filter

Gradientenbetrag: Die ersten Ableitungen in den verschiedenen Richtungen ergeben einen vektor-
wertigen Filter D. In dem damit gefilterten Signal muss man anschlieend die Minima und Maxima
finden. Oft ist es sinnvoll die Richtungsinformation zu unterdriicken und man mochte nur die Kanten-
stirke in einem Bild erhalten. Dann muss man den Betrag des Gradienten berechnen. Dies lédsst sich mit
folgender Operation bewerkstelligen:

., D .,
D= (Dﬂf) = [D|=+/D, D, +D, D,
Y

Die Symbole + und - stehen fiir punktweise Addition und Multiplikation. Diese Operationen konnen
als dyadische Punktoperationen implementiert werden. Man kann dann eine LUT verwenden, um die
Berechnung zu beschleunigen. Manchmal verwendet man auch eine einfachere Betragsberechnung:

D] = [Da| + Dy
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Da hier weniger Operationen bendtigt werden, ist diese Betragsbildung auch schneller. Dafiir ist diese
Betragsberechnung wesentlich anisotroper als die obige Variante. Dies sieht auch in der folgenden Abb.

10.3, in der die Punkte (z,y) mit = 1 aufgetragen sind. Es bleibt noch zu bemerken, dass ma-

thematisch die erste Betragsberechnung der euklidischen Norm und die zweite Betragsberechnung der

L1-Norm entspricht.
euklidische Norm
/\i Y \x| +1y]
- R 1\
-1./ /

Abb. 10.3: Darstellung der Punkte mit Betrag 1 zur euklidischen und zur L1-Norm

L1- Norm

AN

maogliche Fehler: Bei der Gradientenberechnung kann man zwei wesentliche Fehler machen:

o falsche Richtung
o falscher Betrag/falsche Linge

diskrete Differenzen: Die einfachsten Ableitungsfilter erhilt man aus der diskreten Darstellung der

Ableitung:
9 —glz — A
o ~ ole) — gt z) (Riickwirtstransformation)
3$ Am
Az) —
- oot A»’U )~ 9z) (Vorwirtstransformation)
x
Az) — g(z — A
oo 1:2) Ag(x 7) (symmetrische Differenzen)
Az

Aus diesen Gleichungen kann man einfache Filtermasken ableiten. Der Index e zeigt an, dass der Filter
an diesem Punkt aufsetzt. Es sind dann immer noch entsprechende Masken der BReite 3 angegeben:

— —

Dy=[le —1]=[1 =1 0] D, =[1 —1,]=[01 —1] (10.4.1)
Doy =[10 —1] (10.4.2)
Nur die Makse Do, ist symmetrisch. Man kann *D, als symmetrisch auffassen, wenn man das Ergebnis

an die Zwischenstelle zwischen den zwei # 0-Eintriigen schreibt. Dann verschieben sich aber alle Muster
im Bild um eine halbe Pixelbreite. Die Transferfunktion des Filters Do, ist sehr einfach:

dog = 1-sin(rk)

Aus der Taylor-Entwicklung des Sinus ersieht man, dass fiir |k| < 1 gilt sin(z) ~ x, sodass diese
Transferfunktion um k£ = 0 der idealen Transferfunktion entspricht. Die folgende Abb. 10.4 zeigt diese
Transferfunktion.
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08 |
06 |
04}
02}

02 |
04 }
.06 }
08}

-1 -0.5 0 0.5 1

Abb. 10.4: Transferfunktion des Filters 5295

Es zeigt sich eine Ahnlichkeit zur schematischen Darstellung in Abb. 10.2. Der Filter sollte sich also
als Kombination aus Glittung und Ableitung darstellen lassen. Mit Hilfe des einfachen Binomialfilters
B, = %[1 1] kann man Dy, auch iiber die Riickwertsdifferenzen darstellen:

Daw = D, By = [L, —1]@%[1 1]:%[1 0 —1]

Es zeigt sich das solche einfachen Ableitungsfilter stark anisotrop sind und grofle Betragsfehler aufwei-
sen, die zusétzlich von der Kantenorientierung abhéngen.

10.5 Laplace-Filter

Man kann Kanten auch finden, wenn man die Nulldurchgiinge der zweiten Ableitung eines Signals sucht.
Dazu betrachte man zunichst Abb. 10.5. Es ist dabei zu beachten, das nicht jeder Nulldurchgang einer
Kante entspricht. Die kleinen Nulldurchginge werden durch Rauschen im Bild verursacht. Wichtig ist
also, das vor und nach dem Nulldurchgang Maxima, bzw. Minima liegen, die iiber dem allgemeinen
Rauschpegel des Signals liegen. Damit ist die Kantendetektion iiber die zweite Ableitung viel rauschan-
filliger, als die Anwendung die Bestimmung iiber Gradienten.

2 1. Ableitung

verrauschte Daten

o

02f
AL | 04
-0.6

08 1 -0.81

b
0.6

\ / o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
oaf Kanten — ]

o 2. Ableitung
02} 0.8
0.6
0 0.4 . .
ozl hier keine Kanten!
© 20 éo 40 éo s‘o 160 1‘20 11‘10 1230 1éo 200 o ‘A,MMM A A&'\‘A,MA"W\“MNMMWNV‘WM

0.2+
-0.4r
0.6l
-0.8F

Ak

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Abb. 10.5: erste und zweite Ableitung von verrauschten Daten
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Laplace-Operator: Zur Berechnung der zweiten Ableitung verwendet man den Laplace-Operator D.
Seine Faltungsmaske ist:

1D : D2="D,®@ D, =[l, —1®[l —1]=[-12 —2
0 -1 0

2D : D,y = |-1 4 -1
0 -1 0

Diese Faltungsmasken erhélt man iiber die Diskretisierung des 2D-Laplace-Operators A = 8%2; + %72.

Die folgende Abb. 10.6 zeigt die Anwendung des Laplace-Filters auf ein Bild. Man sieht, dass jede Kante
von einem schwarzen und weiflen Rand umgeben sind (vgl. Abb. 10.5).

Original: L aplace-gefiltertes Bild:

Abb. 10.6: Anwendung des Laplace-Filters auf ein Testbild

Transferfunktion: Der 2D-Filter hat folgende Transferfunktion:
I(k) = —4sin®(nky/2) — 4sin®(7k,/2)

Die folgende Abb. 10.7 zeigt die Transferfunktion des Laplace-Filters. Es ist zu beachten, dass sie an
den Rindern negativ wird. In der Mitte ist die 0. Diese Transferfunktion ist nur fiir kleine & isotrop.

o & Ao

Abb. 10.7: Transferfunktion des einfachen Laplace-Filters

Man kann leicht erkennen, das niedrige Wellenzahlen herausgefiltert werden. Es handelt sich also um

einen Hochpassfilter. Zusitzlich gilt I (k) < 0. Damit erzeugt der Filter eine Phasenverschiebung von
180°.
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Konstruktion liber Binomialoperatoren: Ein Laplace-Operator lédsst sich auch mit Hilfe von Bino-
mialoperatoren konstruieren. Dies geschiet folgendermalien:

21 oo o] o2 o1
4(82—1)21242—10160212—122
1 21 0 0 0 1 2 1

Die Transferfunktion dieses Filters lautet:
(k) = —4 cos® (ks /2) -cos?(mky /2) — 4

Diese Funktion ist wesentlich isotroper als die obige.

10.6 Optimierung der Kantenfilter

10.6.1 Allgemeine Optimierungsansatze

Least-Square-Fits: Man kann Least-Square-Fits benutzen, um die Filterkoeffizienten zu optimieren.
Dazu nutzt man die allgemeine Form der Transferfunktion und bestimmt die optimalen Koeffizienten
der Faltungsmaske so, dass diese der idealen Transferfunktion méglichst gut entsprechen. Das folgende
Beispiel zeigt das fiir einen 1D-Gradientenfilter:

e Zielfunktion: (k) = itk

. R
e Transferfunktion: d(k) = —2i- >  h,sin (n'7k)

n/=1

Man 16st dann das Optimierungsproblem (£(k) — cf(k))2 — min.

10.6.2 Regularisierte Kantendetektoren

Bei verrauschten Bildern liefern die bisherigen Detektoren nur schlechte Ergebnisse, weil siche hohe
Frequenzanteile und damit auch Rauschen verstirken. Dieses Problem lésst sich 16sen, wenn man zur
Kantendetektion noch eine Glittung hinzufiigt. Bei einem solchen Ansatz ist es wichtig den so entstehen-
den Filter auf die Skalen der erwarteten Objekte im Bild anzupassen. Man muss den Filter so einstellen,
dass er auf dem Wellenzahlbereich mit dem maximalen Signal-zu-Rausch-Verhiltnis arbeitet. Das ist der
Bereich, in dem das Signal am stérksten iiber das Rauschen hinausgeht. Man definiert deswegen:

Definition 10.1 (Regularisierter Filter) Ein Ableitungsfilter, das eine Gldttung enthdlt wird regulari-
siert genannt.

Regularisierte Filter stellen eine robuste Losung fiir das schlecht gestellte Problem der Ableitung dis-
kreter, verrauschter Signale dar. Die Glittung muss so gestaltet werden, dass sie nur parallel zu Kanten
glittet, nicht aber senkrecht, damit die Kanten nicht verschmiert werden.
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GaulR3-Filter: 1. Ableitung Gaul3-Filter: 2. Ableitung Gaul3-Filter:

k k k

Abb. 10.8: Erste und Zweite Ableitung einer GauB-Kurve. Man sieht die Ahnlichkeit zur idealen Transfer-
funktion von Gradienten- und Laplace-Operatoren.

2 x 2-Gradientenfilter: Aus den Gradienten- und Binomialfiltern lassen sich einfach regularisierte Fil-
ter konstruieren:

Filtermaske Transferfunktion
1 -1 Aa o ..

1 _1] dyby(k) = 2isin(mk,/2) - cos(mky,/2)
11
-1 -1

z-Richtung D, B :%

y-Richtung D B, = %

} dybe (k) = 2isin(rk,/2) - cos(mks/2)

Diese Filter sind in Richtung der Ableitung wie einfache Gradientenfilter. Senkrecht dazu sind sie einfa-
che Binomial-Glittungsfilter.

Sobel-Filter: Die Sobel-Gradientenfilter bestehen aus einer Gradientenbildung und einer stirkeren
Glittung, als im letzten Absatz:

Lo -1 Jfro2
Doy =5 (2 0 =2 DyB=2 |0 0 0
10 -1 -1 -2 -1

Canny-Filter, Canny-Kantendetektion: Diese Filter basieren auf den Ableitungen von Gauffiltern.
Dazu betrachtet man folgende Abb. 10.8. Die Transferfunktion eines Gaulfilters ist ebenfalls eine Gaul3-
Kurve. Die erste Ableitung dieser Gaufifunktion zeigt um k£ = 0 die Charakteristik eines Gradientenfilters
(x k). Die zweite Ableitung shnelt um k& = 0 der Transferfunktion eines Laplace-Filters (o< k2). Man
muss aus obigen Transferfunktionen also nur noch durch Fourier-Transformation die entsprechenden
Filtermasken berechnen. In der realen Anwendung wird man wohl aber einfach zwei Filter wéhlen, die
nacheinander angewendet werden. Ein solcher Filter ist optimal bei additivem Rauschen auf (maximal)
linearen Kanten. Man kann ihn auch einfach so ableiten: Zunéchst wird das Rauschen im Bild mit einem
GauB-Filter G geglittet. Nun wird ein Ableitungsfilter D = a% angewendet. Insgesamt hat man also fiir

ein Bild g:
g =DGyg
Bei der Anwendung von LSI-Filter kann man beliebig klammern, sodass gilt:
g = (DG)g

Dies bedeutet, dass man auch zunichst die Ableitung des Glittungsfilters berechnen kann und dann den
so entstehenden Filter auf das Bild anwenden.

Dieser Filter wird wohl als Canny-Filter bezeichnet. Mit Canny-Kantendetektion bezeichnet man einen
spezielle Algorithmus zum Auffinden der Kanten im Bild. Man setzt dazu zunéchst einen Schwellwert
fest. Liegt der Gradientenbetrag an einem Pixel iiber diesem Schwellwert, so handelt es sich um eine
Kante. Der Algorithmus veruscht nun den Kanten zu folgen. Dabei wird der Schwellwert heruntergesetzt,
um auch schwichere Linien zu finden.

© 2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/) -71-


http://www.jkrieger.de/

10 Kantendetektion

LoG-Filter: Die Laplace-of-Gaussian- oder LoG-Filter arbeiten nach dem selben Muster, wie Canny-
Filter. Zunichst glédttet man mit einem GaufBfilter (im diskreten einem Binomialfilter) und wendet dann

den Laplace-Operator £ an:
LBP

DoG-Filter: Die Difference-of-Gaussian- oder DoG-Filter verfahren nach dem selben prinzip, wie die
LoG-Filter. Es wird allerdings nicht die zweite Ableitung mit einem einfachen Laplace-Operator, sondern
mit der Differenzdarstellung aus Binomialfiltern berechnet:

A(BT—1)BP
—_——
Laplace

Ein solcher DoG-Filter hat eine geringere Anisotropie, als ein LoG-Filter. Man kann die Anisotropie

noch weiter reduzieren, wenn man LoG und DoG-Filter kombiniert:

2 1
-=DoG + -LoG
30—|—30
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11.1 Einfuhrung

Definition 11.1 (einfache Nachbarschaft) FEine einfache Nachbarschaft ist eine (kleine) lokale Um-
gebung in einem Bild, in der sich der Grauwert nur entlang einer Richtung dndert. Dies bedeutet, dass
die Nachbarschaft nur aus parallelen Linien besteht. Die folgende Abbildung zeigt einige Beispiele:

homogene zuféllige einfache Nachbar schaften
Umgebung

Dabei bezeichnet 11 den Normalenvektor auf die Grauwertstruktur, also die Richtung der Grauwertdinde-
rung. Man kann die Nachbarschaft so darstellen:

9(%)

Dabei beschreibt g(x) den Grauwert entlang der Normalenrichtung.

9( - )

Die Richtigkeit der obigen Darstellung ergibt sich einfach durch die Berechnung des Gradienten:
V(&) =i g (& - i)

Dies bedeutet, dass die Anderung des Grauwertes nur in Richtung 7 bedeutet. ~ QED.

Richtung und Orientierung: Es macht keinen Sinn die Richtung des Vektors 77 im vollen Winkel-
bereich 0..360° anzugeben, da ein um 180° gedrehtes Muster nur gespiegelt ist. Man gibt daher die
Ausrichtung der Nachbarschaft als sog. Orientierung an, die nur zwischen 0° und 180° liegt. Eine Aus-
richtung im vollen Winkelbereich 0..360° wird als Richtung bezeichnet.

Fourier-Darstellung: Im Fourierraum steht jeder Pixel k fiir eine periodische Struktur mit bestimmter
Ausrichtung entlang k= (kz, ky)t (siehe Abb. 3.7). Damit muss der Wellenvektor k jeder Fourier-
Komponente, die in der Nachbarschaft vorkommt senkrecht auf dem Vektor 77 der Nachbarschaft stehen.
Die Fourier-Transformierte einer einfachen Nachbarschaft ist also eine Linie entlang 7 || k:

g(@-7i) o= g(k)- 5[k — (k-7i)i]
A —
schrinkt auf Linie ein

Bisher wurde davon ausgegangen, dass sich die einfache Nachbarschaft unendlich ausdehnt. Es soll sich
aber um einen kleinen Bereich handeln (eben eine Nachbarschaft), sodass sie durch eine Fensterfunktion
w(Z) beschriankt werden muss (z.B. GauB-Fenster). Das Bild ¢(Z - 77) wird also mit der Fensterfunktion
multipliziert:

9(7) = w(7)

-9(7 - 7)
Im Fourier-Raum bedeutet dies eine Faltung mit (k).
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Satz 11.1 (Fourier-Transformierte einer einfachen Nachbarschaft) Eine einfache Nachbarschafft,
deren Grauwert sich nur entlang 7i dndert hat folgende Darstellung in Real- und Fourierraum:

w(Z) - g(@-7) o= k) ®gk) 5[k — (k- 7)]

Die Fourier-Darstellung einer unbeschrinkten Nachbarschaft ist also eine Linie. Die Fensterfunktion
w(Z) definiert die Grifle der Nachbarschaft. Im Fourierraum wird die Linie mit w(k) gefaltet, was eine
Verbreiterung der Linie zur Folge hat. In der folgenden Abbildung gibt o die Breite des Nachbarschaft

an.

GroReder
Nachbar schaft: s=70 s =50 s=30 s=20

RN

Fourier-
Transformierte:

11.2 Vektordarstellung

Um eine lokale Nachbarschaft vollstindig zu beschreiben muss man neben ihrer Orientierung auch noch
ein Bestimmtheitsmalf} angeben, das angibt, wie stark die Nachbarschaft tatsdachlich orientiert ist. Ist das
Bestimmtheitsmal} 1, so ist die Nachbarschaft perfekt orientiert. Ist es 0, so ist die Umgebung ohne
erkennbare Orientierung (z.B. verrauscht oder homogen). Man fasst diese zwei Gréfen zu einer vektori-
ellen Grée zusammen:

Definition 11.2 (Vektordarstellung lokaler Nachbarschaften) Zur Beschreibung einer lokalen
Nachbarschaft werden zwei Grifsen herangezogen: die Orientierung 7 der Nachbarschaft und ein Be-
stimmtheitsmay3 fiir die Stirke der Orientierung. Der darstellende Vektor zeigt in die Richtung von 1.
Seine Ldnge ist das Bestimmtheitsmaf}. Je ldnger der Vektor ist, desto besser ist die Orientierung be-
stimmit.

Diese Definition ermoglicht es iiber mehrere Nachbarschaften zu mitteln, indem man iiber mehrere dar-
stellenden Vektoren addiert. Je bestimmter (ldnger) ein solcher Vektor ist, desto mehr trigt er zur Summe
bei. Man kann fiir einen solchen Orientierungsvektor eine einfache Farbdarstellung finden. Sein Betrag
wird als Helligkeit und seine Richtung als Farbwert kodiert. Die folgende Abbildung zeigt einen Halb-
kreis der in Farben kodiert ist:

e

Man kann dann aus einem Grauwertbild ein Farbbild berechnen. Es zeigt nur dort sichtbare Farben, wo
eine gut bestimmte orientierte Nachbarschaften vorliegt. Die dortige Farbe zeigt die Ausrichtung der
Nachbarschaft an.

Diese Darstellung hat allerdings einen Nachteil: Man kann mit ihr nicht zwischen homogener und zu-
filliger Nachbarschaft unterscheiden. Beide fithren zu einem sehr kurzen Vektor. Man wihlt deswegen
andere Darstellungen, wie die folgenden Tensordarstellungen.
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11.3 Tensordarstellung erster Ordnung

11.3.1 Strukturtensor

Es sollen nun etwas bessere Darstellungen untersucht werden, als die Vektordarstellung aus Abschnitt
11.2. Man betrachtet hierfiir folgende Optimierungsaufgabe:

Finde ein 11, das moglichst gut zu einer gegebenen Nachbarschaft passt.

Um diese Optimierungsaufgabe mathematisch zu formulieren muss man ein Maf finden, das die Abwei-
chung der zu optimierenden Grofe 77 von der tatsdchlichen Ausrichtung (bestimmt iiber den Gradienten
Vg des Grauwertes) in der Nachbarschaft angibt. Man wihlt hier:

g cos? [Z(§g,ﬁ)]

—

e=[(Vg)- 7" = Vg

Dabei ist Z/(Vg, 77) der Winkel zwischen 77 und der tatsichlichen Orientierung. e wird maximal, wenn 7
und ﬁg parallel liegen. Man muss also zur Bestimmung von 77 das FehlermaB e maximieren. Dieses Maf}
beriicksichtigt noch nicht die endliche Ausdehnung der Nachbarschaft (beschrieben durch das Fenster
w(Z)). Um dieses ebenfalls zu beriicksichtigen faltet man das Fehlermal mit w(Z) und maximiert somit
den folgenden Ausdruck:

/ [(69(501)) . ﬁ]2 cw(F -7 AV = max

Man kann dies mit dem sog. Strukturtensor J (einer Matrix) auch so darstellen (nach einigen Umfor-
mungen):
- (J ﬁ) — max

Dabei wurde ausgenutzt, dass man [(ﬁg(:c’ )) : ﬁ] ? auch so darstellen kann:

—

[(Vg(a") - ) = [(Va(a')) - 7] - [(Vg(a') - ] = @ (VgVe')it

Der Strukturtensor ist dann so definiert:

Jpq(T) = 7010(9?— 7). (ag(fl) : W) aw

/ !
6xp 8xq

—00

Man spricht hier von einer Darstellung erster Ordnung, weil zum einen nur Ableitungen erster Ordnung
vorkommen und man zum Anderen nur einfache Nachbarschaften betrachtet. Der Tensor J ist symme-
trisch. Somit kann man das Koordinatensystem so drehen, dass er Diagonalgestalt hat. Die zugehdrigen
Basisvektoren €; sind gerade die Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; von J (Eigenwertgleichung:
Je; = \;€;). Ist der Tensor in Diagonalgestalt, so liegt eine Koordinatenachse parallel zu 7. Damit ge-
niigt es also den Drehwinkel 6 auszurechnen, um 77 zu erhalten. Die Rotation einer Matrix erfolgt mit

cos 6 sinf nach der Vorschrift J/ = U'JU:
—sinf cos6

A0\ o _ (cosf —sinf Ji1 Ji2 cosf sind
(0 )\2>_UJU_<sin9 c089> <J21 Jgg) (—sinﬁ cos@)

Nach lidngerer Rechnung ergibt sich daraus:

einer unitaren Transformationsmatrix U = <

2. Jio

tan29 = -
Joo — J11
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Jog — J11

Daraus wiederum ergibt sich der Orientierungsvektor & = ( 9.
“J12

>. Seine Linge kann als Be-
stimmtheitsmal} aufgefasst werden.
Aus der Analyse der Eigenwerte \; des Strukturtensors lassen sich ebenfalls Aussagen iiber die Nach-

barschaft gewinnen:

Rang(J) Bedeutung

Al=X=0 0 konstante Umgebung

A >0, Aa=0 1 einfache Nachbarschaft

A1 >0, Aa>0 2 Grauwerte dndern sich in alle Richtun-
gen. Bei \; = Ay liegt eine isotrope

Struktur vor

Die GroBe Ji1 + Jo2 = SpurJ ist ein Ma8 fiir die Ldnge des Gradienten. Man kann deshalb ein sog.
Kohérenzmal c. definieren. Fiir ¢, = 0 liegen isotrop verteilte Grauwerte vor, fiir c. = 1 hat man eine
ideale Orientierung. Es gilt:

_F VU= T+ 4T M=
Vg Jin + Ja2 AL+ A2

(4

Farbdarstellung: Auch den Strukturtensor kann man wieder als Farbbild darstellen:

e Orientierung § — Farbwert
e Linge des Gradienten ﬁg — Helligkeit

e Kohidrenzmal} ¢, — Sittigung

Die Linge des Gradienten gibt die Stirke der Grauwertinderung in der Nachbarschaft an. Das Kohé-
renzmal3 gibt an, ob es sich um eine isotrope oder eine geordnete Nachbarschaft handelt.

Implementierung: Die Komponenten Jp, des Strukturtensors lassen sich leicht berechnen. Das Inte-
gral beschreibt nur die Faltung mit einer Fensterfunktion w(Z). Handelt es sich hierbei um ein gauf’sches
Fenster, so kann man dieses Integral durch einen Binomialfilter B entsprechender Breite implementieren.
Zur Berechnung der zwei Ableitungen in p- und g-Richtung verwendet man Ableitungsfilter D), D,,. Die
Operation - beschreibt eine pixelweise Multiplikation, sodass man erhélt:

qu = B(Dp ) DQ)

Bei der Berechnung der Eigenwerte kann man auf gut bekannte Methoden der numerischen Mathematik
zuriickgreifen. Solange nur 2D-Bilder vorliegen kann man die Gleichungen sogar per Hand 16sen und die
entsprechenden Formeln im Programm verwenden. Die Glittung benétigt in obiger Formel die meisten
Operationen, sodass es sinnvoll erscheint .J,,; nicht auf dem vollen Gitter des Bildes g zu berechnen,
sondern vorher auf ein kleineres Gitter zu reduzieren. Dabei geht keine Information verloren, weil ja
noch eine Glittung stattfindet. Auerdem sieht man hier das allgemeine Prinzip, dass bei der Berechnung
hoherer Informationen aus einem Bild immer Auflosung verlorengeht. Fiir die Ableitungsoperatoren
sollte man optimierte Operatoren verwenden, um den Winkelfehler so klein wie moglich zu halten.

Wichtig ist noch, bei der Klassifizierung der Eigenwerte nicht auf Gleichheit zu 0 zu priifen, sondern ob
die Zahl unterhalb einer kleinen Schwelle sy < 1 liegt, da numerische Verfahren wegen der Rundungs-
fehler fast nie exakt 0 ergeben.

Das folgende Listing zeigt eine Implementierung des Strukturtensors in Matlab.
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Listing 11.1: Berechnung des Strukturtensors in Matlab

# Bild in A laden

1

2 A = double (imread (’textur2.png’));
3

4 # Filtermasken definieren, Sobel-Filter in x- und y-Richtung,
5 # sowie Binomial-Maske

6 sobelx=[1 0 -1,

7 20 -2,

8 10 -1]

9 sobely=[ 1 2 1,

10 o o0 o,

11 -1 -2 -1]

12 binomial = 1/16%*]

w

121
2 4 2
121

o~ o~

16 # Ableitungen berechnen
17 dx=conv2 (A, sobelx) ;
18 dy=conv2 (A, sobely);

20 # Strukturtensor-Komponenten berechnen

22 Jll=conv2 (dx.x*dx,binomial) ;
23  J12=conv2 (dx.x*dy,binomial);
24  J22=conv2 (dy.xdy,binomial) ;

26 # Winkel theta und Kohdrenzmal cc berechnen
27 theta=atan2 (2+xJ12, (J22-J11)) +pi;
28 cc=sqgrt ((J22-J11) .x (J22-J11)+4%J12.xJ12) ./ (J11+J22);

In der folgenden Abb. 11.1 sind dann die Ergebnisse dieses Programms gezeigt. Man sieht deutlich, wie
die Farbe den Winkel 8 codiert. Die unterschiedlich ausgerichteten Bereiche des Bildes werden gut ge-
trennt. Im verrauschten Testbild-Teil ist auch der Strukturtensor verrauscht und das Kohirenzmal ist eher
klein (dunkel). Dies bedeutet, dass hier keine gute Ausrichtung vorliegt. Die schwarze Umgebung der
Testfelder erhilt einen einheitlichen Winkel. Das Kohdrenzmal in dieser homogenen Nachbarschaft ist
0. Das Kohidrenzmal ist in den einzelnen Felder tiberall fast 1, was eine perfekte Orientierung anzeigt. An
den grenzen zwischen zwei verschiedenen Orientierungen wird das KohédrenzmaB kleiner (siehe zweites
Feld mit Unterfeld). Der Kreis zeigt, in welche Farben die Orientierung codiert wird und dass Winkel,
die sich um 180° unterscheiden auf den selben Wert abgebildet werden.

Beispielbild: farbcodierter Winkel g:

Abb. 11.1: Berechnung des Strukturtensors eines Beispielbildes

11.3.2 Andere Tensordarstellungen

Neben dem Strukturtensor kann man auch andere Tensordarstellungen fiir lokale Nachbarschaften fin-
den. Wie im vorherigen Abschnitt gewinnt man diese durch eine Optimierungsaufgabe, allerdings mit
einer anderen Optimierungsfunktion. Man geht wieder davon aus, dass die Fourier-Transformierte der
Nachbarschaft eine Linie im Fourier-Raum bildet. Man berechnet dann die Regressionsgerade durch die
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Punkte des Fourier-Raums, wobei ein Punkt k¥ umso stirker gewichtet wird, je groBer sein Betrag | (k) |2
ist. Dies ist sinnvoll, da ja nur Punkte auf der Gerade von 0 verschieden sein sollten. Also tragen auc
nur Punkte nahe der tatsdchlichen gerade zur Regression bei. Dieses Vorgehen entspricht demjenigen,
dass man zunéchst alle Punkte findet, die auf der Geraden im Fourier-Raum liegen und diese zur Berech-
nung der Regressionsgeraden heranzieht. Aus den Parametern der Regressionsgerade kann man dann 77
bestimmen. Die folgende Abb. 11.2 veranschaulicht das.

K, Absolutbetrag der
Fourier-Transformierten |g(k)|?
schwarz = geringes Gewicht .
weil3 = hohes Gewicht

K, d(k): senkrechter Abstand eines
beliebigen Punktes auf die
Regressionsgerade

Regressions-
gerade

Abb. 11.2: Regressionsgerade an die Fourier-Transformierte einer einfachen Nachbarschaft

- = 2 -
Der Abstand |d(k)| eines beliebigen Punktes & im Fourier-Raum zur Regressionsgerade wird aus fol-
gender Gleichung berechnet (Satz des Pythagoras!):

—

(k) + (k- 7)2 = [k["

Der Vektor 77 zeigt entlang der Regressionsgerade. Der Ausdruck k - 7 stellt den Anteil von k dar, der
parallel zu 7 liegt. Es wird dann die gewichtete Summe iiber alle diese Abstdnde im Fourier-Raum
minimiert:

/ B[ d2(k,7) Wk — min

Bei der Minimierung dieses Integrals tritt der Triagheitstensor I auf. Aus seiner Eigenwertanalyse kann
man wieder auf die Art der Nachbarschaft schlieBen. Fiir den Trigheitstensor I gilt:

(A = (k" = |F -7l =7 [1(k - F) - k' ]ii = '3 — min

Die Minimierung dieses Ausdruckes ist wieder dem obigen Integral dquivalent, weil die Integration voll-
stindig in den Tensor I hineingezogen werden kann. Man erhilt:

2
fpp—Z/kg\g(k)! d"k

97#P_ 0

o0

2 ..
Ly = — / kpkglg(k)|” AWk, fir p #q

—00

11.4 Lokale Wellenzahl und Phase
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11.4.1 Hilbertfilter und Hilberttransformation
Zur Einfithrung betrachte man ein einfaches Cosinus-Signal:
9(x) = go - cos(k - z)
=¢(x)

Dabei bezeichnet gy die Amplitude, k& die Wellenzahl und ¢(z) die lokale Phase des Bildes. Die Wellen-
zahl k ldsst sich leicht aus der Phase berechnen:

9¢(x)
Oz

Genauso wie die Phase ¢(x) vom Ort abhingt kann nun auch die Wellenzahl k£ vom Ort abhiingen. Man
spricht dann von einer lokalen Wellenzahl k(z), die komplexere Bilder ermoglicht, weil jetzt die Phase
nicht mehr rein linear steigen muss. Die folgende Abb. 11.3 zeigt ein Beispiel.

Phase Signal

30 T T T T T 1

linear e Phase: | i 03 NN N
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Abb. 11.3: Beispiel fiir lokalen Wellenzahlen und Phasen

Es stellt sich nun die Frage, wie man die lokale Phase (und damit auch die lokale Wellenzahl) eines Bildes
berechnen kann, wenn man nur das Bild g gegeben hat. Dazu geht man nochmals von g(x) = go-cos ¢(x)
aus. Wenn man dieses Signal mit einem Filter 7 um 90° oder /2 phasenverschiebt , so erhilt man:

g'(x) = Hg(x) = —go - sin ()

Diese Operation entspricht (nur fiir Sinus- und Cosinus-Funktionen) der Berechnung der 1. Ableitung.
Nun ist der Tangens ganz allgemein definiert als

Damit kann man aber mit obigen speziellen Bildern g und ¢’ auch schreiben:

sin(kx) _ —4g'(x)
cos(kx) g(x)

tan(kz) =

Dieser Zusammenhang lésst sich fiir beliebige Bilder g(x) verallgemeinern:
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Satz 11.2 (Lokale Phase und Wellenzahl) Sei g ein beliebiges Bild und H ein Operator, der das Bild
um 90° phasenverschiebt. Er muss also alle Fourier-Komponenten des Bildes um 90° verschieben. Man
kann dann die lokale Phase ¢(x) des Bildes berechnen durch:

¢(z) = arctan (W)

Aus der lokalen Phase ¢(x) kann man die lokale Wellenzahl durch Differenzieren (Gradientenoperator
D..) berechnen:
_ %)

Ko) = 222 = D,o(2)

Hilbert-Filter: Ein Filter H, das eine 90° Phasenverschiebung berechnet heiflt Hilbert-Filter. Seine
ideale Transferfunktion ist gegeben als:

i k>0 ih
hk)y=40 k=0 ()k
—-i k<0 -i!

Die Punktantwort h(z) dieser Stufenfunktion ist wohl bekannt:

hz) = ——

T

Man kann dann die Anwendung (Faltung) des idealen Hilbert-Filters so schreiben:

Cnegm [ o) g =L [ 1 o) ar
Hg(m)h@g/h(x ') -g(x')da’ = W/x—x/ g(2') dz

Die durch dieses Integral definierte Integral-Transformation wird auch als Hilbert-Transformation be-
zeichnet.

Da die Punktantwort des ideale Hilbertfilter damit unendlich ausgedehnt ist, kann man keine kleine,
diskrete Faltungsmaske angeben, die ein exaktes Hilbert-Filter darstellt. Deswegen schriankt man die
Klasse der Signale ein, die man mit einem Hilbert-Filter bearbeiten kann. Wenn man nur band-begrenzte
Signale (wie z.B. in einer Laplace-Pyramide) vorliegen hat, so kann man mit einem Least-Square-Fit ein
Hilbert-Filter optimieren, das in dem Frequenzband [k — Ak..k+ Ak| des gegebenen Bildes nahezu ideal
arbeitet. Dies vermeidet auch die Diskontinuitit bei £ = 0. Bei der Optimierung ist darauf zu achten, das
die Phasenverschiebung nicht von der Wellenzahl abhingen darf.

Hilbert-Transformation in héherdimensionalen Signalen: Die Hilbert-Transformation funktioniert
in der angegebenen Form nur auf 1D-Signalen. Fiir hoherdimensionale Signale ist sie nicht definiert.

11.4.2 Analytisches Signal

Definition 11.3 (Analytisches Signal) Fasst man ein Bild g mit seiner Hilbert-Transformation g, =
‘Hg auf folgende Weise zusammen, so nennt man das so definierte neue Signal g, als analytisches Signal:

9o =Ag=g—1i-gn=g9—1iHg

Der Operator A berechnet g, aus einem Signal g.
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Das analytische Signal g, ist eine andere Darstellung des reellen Signals g € R. Sie enthélt keine zusétz-
lichen Informationen. Mit dieser Darstellung ist es aber sehr viel einfach die lokale Phase und Amplitude
des Signals g zu berechnen:

e lokale Phase: ¢(z) = arg(ga)
e lokale Amplitude: go(z) = |gq|

Dabei ist das Argument arg(-) einer komplexen Zahl so definiert:
z=r-e¥ = ¢=arg(z)
Auferdem kann man das Signal selbst und seine Hilbert-Transformation aus g, berechnen:

_ *
g =Hg = 2" 9a

 Gat s
9= 2

2

Erzeugung mit Filter A: Das analytische Signal g, wird erzeugt, indem man ein Filter A mit der
Punktantwort

i
1+ih(z) =14+ —
()1 +ih() =1+ —

verwendet. Dabei ist h(z) die Transferfunktion des Hilbertfilters 7 (siche Abschnitt 11.4.1). Dieses
Filter hat folgende Transferfunktion:

2 k>0
ak)=<1 k=0
0 k<O

11.4.3 Quadraturfilter

Neben den Hilbert-Filtern gibt es noch andere Moglichkeiten 90° Phasenverschobene Signale zu erzeu-
gen. Man nutzt dazu ein Filter Q mit der folgenden Transferfunktion:

= 2-h(k) k-7>0
ﬁ@z{ (k)
0 sonst

—

Dabei gibt 77 die Richtung an, in der das Filter angewendet wird und h(k) ist eine beliebige reelle Funk-
tion, die eine Wellenzahlwichtung darstellt und anwendungsspezifisch bestimmt wird. Das Filter A zur
Erzeugung des analytischen Signals kann als Spezialfall dieser Quadraturfilter angesehen werden. Man
kann mit dem Filter Q zwei neue Filter konstruieren:

Q(k) + q(—Fk)

Qi gi(k) = 5

Das besondere an diesen Filtern ist, dass die Signale Q. g und Q_¢ um 90° zueinander Phasenverscho-
ben sind. Zusitzlich sind beide noch um einen Phasenwinkel o verschoben, der aber bei beiden Signalen
gleich ist. Damit kann man diese Signale verwenden, um die lokale Phase des Signals g zu berechnen:

¢(f) = arctan <_q[(’g)>

Dabei sind p und ¢ die Signale, die durch Anwendung von Q4 auf g entstehen. Der Vorteil dieser Filter
ist, dass sie auch fiir mehrdimensionale Signale definiert sind (im Gegensatz zur Hilber-Trafo).
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Lokale Wellenzahl: Wie bereits erwihnt bildet erhilt man die lokale Wellenzahl als erste Ableitung
der lokalen Phase ¢(z). Man kann auch einen exlpiziten Ausdruck angeben, mit dem man die lokale
Wellenzahl direkt aus p und g berechnen kann:

—p(f)> _ qVp—pVg

k= ﬁgb = V arctan < —
q(T) p*+ ¢

Gaborfilter: Das Gaborfilter ist eines der bekanntesten Quadraturfilter. Es nutzt

- k— kol - o2
h(k) = exp (—‘;|%> .

daraus ergibt sich dann folgende Punktantwort:

12
2y — eifo? gy [ 171
9(7) =e eXp< 20%)

Dabei ist kg (= 7) die Schwerpunktwellenliinge des Filters.
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12.1 Einleitung

Definition 12.1 (Textur) Die Textur bezeichnet das Fiillmuster einer Fliche in einem Bild. Eine solche
texturierte Fliche ist mit einem sich (periodisch oder quasiperiodisch) wiederholenden kleinen Muster
gefiillt. Zur Beschreibung einer texturierten Fliche geniigt also die Beschreibung des Elementarmusters
und der Wiederholungseigenschaften. Die textur kann evtl. noch von der Zoomstufe abhdngen.

Als charakteristische Griofie einer Textur bezeichnet man die Grofie des Elementarmusters.

ver schieden texturierte Bereiche: FuRboden mit grofRem Elementar muster:

Abhangigkeit der Textur von der Zoomstufe:

Abb. 12.1: verschiedene Texturen

Die Abb. 12.1 zeigt Beispiele fiir Texturen. In den unteren Bildern steht erst im rechten Bild die Fa-
denstruktur der Gardine als Textur im Vordergrund. Vorher spielen auch die Falten eine Rolle und die
Fadenstruktur ist nur wenig sichtbar.

Die Parameter, die zur Beschreibung einer Textur dienen sollten unabhingig von Ausrichtung und Ver-
groBerungsstufe sein, da sonst die Klassifikation der textur von der Ausrichtung und vom Abstand der
Kamera abhédngen. Sind Texturen hierarchisch (wie etwa die Gardine im obigen Bild), so ist der zweite
Aspekt nicht erfiillbar. Die Erfiillung des ersten Aspektes wird nicht immer gewiinscht. So méchte man
z.B. unterschiedlich ausgerichtete Streifenmuster manchmal durchaus unterscheiden.

In diesem Abschnitt sollen nun einige Verfahren besprochen werden, mit denen Texturen beschrieben
werden sollen. Sie verwenden zur Beschreibung die statistischen Parameter Mittelwert und Varianz, so-
wie die Orientierung (siehe Abschnitt 11 iiber einfache Nachbarschaften) und Grofle der Muster.
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12 Textur

12.2 Statistik erster Ordnung

Die Statistik erster Ordnung fiir Texturen basiert auf den lokalen Grauwerthistogrammen. Sie ist damit
unabhiingig von Orientierung und GroBe, da bei der Berechnung des Histogramms jegliche Informati-
on iiber die Position der Pixel verlorengeht. Sie ist damit rotations- und skaleninvariant. Dafiir kénnen
bestimmte Muster nicht unterschieden werden, wenn sie das gleiche Histogramm aufweisen. So haben
etwa die Texturen in Abb. 12.2 alle das gleiche Histogramm (ausgewogene bimodale Verteilung), obwohl
sie sehr unterschiedlich aussehen.

z 1

Abb. 12.2: Verschiedene Texturen mit dem selben Grauwerthistogramm

Beschreibung der Textur: Zur Beschreibung einer Textur mit Statistik erster Ordnung, betrachtet man
einen Ausschnitt Ml des Bildes (maskiertes Bild). Man kann berechnen:

e Mittelwert in der Umgebung M um 7 = (m,n)':

_ 1
9mn = F Z Im—m' n—n’
(m/,n")eM

e Varianz in der Umgebung M um 7 = (m,n)':
1

Umn = ﬁ Z (gm—m’m,—n/ - gmn)2
(m/,n’)eM

Die Berechnung lésst sich dabei als Kombination aus Faltungen und dyadischen Punktoperationen dar-
stellen:
V=R(1-1)-(R-R)

Dabei ist R ein Rechteckfilter, der den AusmaBen von M entspricht. Um diese Berechnung noch zu
verbessern kann man statt der Rechteck-Filter Binomialfilter verwenden.

Man kann evtl. auch noch Momente hoherer Ordnung beriicksichtigen, um eine genauere Beschreibung
des Grauwerthistogramms zu erhalten:

. 1 _ .
m%)n = ﬁ Z (gm—m’,n—n’ - gmn)Z
(m/,n')eM

Benutzt man ndmlich nur Mittelwert und Histogramm konnen z.B. die Histogramme in Abb. 12.3 nicht
unterschieden werden.

Abb. 12.3: Mit Mittelwert und Varianz ununterscheidbare Histogramme
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12.3 Orientierung und Textur

Oft ist es auch wiinschenswert die lokale Orientierung einer Textur zu kennen. Wie man diese berechnet
wurde ausfiihrlich in Abschnitt 11 iiber einfache Nachbarschaften beschrieben. Als Parameter fiir die
Textur kann man dann etwa heranziehen:

e Kohirenzmal} der Orientierung: je groBer, desto ,,orientierter* ist die Textur
o lokale Wellenzahl

12.4 Pyramidale Texturanalyse

Alternativ zur lokalen Wellenzahl kann man mit pyramidalen Strukturen auch die Vergrofierungsab-
hingigkeit von Texturen untersuchen. So enthélt z.B. die Laplace-Pyramide eine Serie von Bandpass-
gefilterten Bildern. Man kann also auf den unterschiedlichen Pyramidenstufen unterschiedliche Textur-
details betrachten. Die folgende Abb. 12.4 zeigt verschieden Bandpass-gefilterte Bilder einer Gardine.
Man kann leicht sehen, wie unterschiedliche Strukturen in unterschiedlichen Frequenzbidndern zum Vor-
schein kommen.

Abb. 12.4: verschieden Bandpass-gefilterte Bilder einer Gardine (Original ganz links)

Mit Laplacepyramiden £?) gibt es eine einfache Methode um die Varianz V zu berechnen:
Y =B(LP) . L)

Dies entspricht dem tiblichen Ausdruck fiir die Varianz, allerdings ohne den Mittelwert. Da die Laplace-
Pyramide nur bandbegrenzte Bilder enthilt ist deren Mittelwert (entspricht der iiberall ausgefilterten
Fourierkomponente zu k£ = 0) immer 0.
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13.1 Grundlagen

In der Bewegungsdetektion geht es darum, festzustellen welche Teile zweier, oder mehrerer Bilder einer
Bildsequenz sich geidndert haben. Dabei mochte man erfahren, ob sich gewisse Objekte auf den Bildern
bewegt haben und gegebenenfalls auch die Richtung und Geschwindigkeit dieser Bewegung feststellen.
Man hat zuerst das grundlegende (auf einfache Art unldsbare) Problem, dass Bilder meist eine Projek-
tion einer dreidimensionalen Szene auf eine zweidimensionale Ebene (Kamera) sind. Man kann damit
nie die reale Geschwindigkeit @ = (vs,vy,v;)T im R3 ermitteln, sondern nur die Geschwindigkeit
f = (fa, fy)T auf dem Bild. Diese Geschwindigkeit f auf dem Bild wird im folgenden (wie in der
Literatur iiblich) als optischer Fluss bezeichnet. Sie ist die Projektion von ¢ auf die Kameraebene. Dies
verdeutlicht Abb. 13.1.

A

3D-Szene Kameraebene

Abb. 13.1: Projektion einer 3D-Bewegung (Geschwindigkeit ) auf die Kamera-Ebene (optischer Fluss f}
Es zeigt sich, dass verschiedene Bewegungen v und ¢ auf den selben optischen Fluss f fiihren.

Ein weiteres grundlegendes Problem, dass hier betrachtet werden soll ist das sog. Blendenproblem.
Dabei betrachtet man eine Ecke, die sich bewegt (siehe linkes Bild in Abb. 13.2). Solange man die ganze
Ecke sieht ist der optische Fluss f klar definiert. Betrachtet man aber nur einen Ausschnitt, wie ihn
der rechte Teil von Abb. 13.2 zeigt, so kann nur noch eine Normalkomponente f 1 zu der sichtbaren
Kante berechnet werden. Anschaulich bedeutet dies, dass man nicht feststellen kann, ob eine Bewegung
entlang der Kante (tangential) stattfindet. Dies gilt natiirlich nur solange die Kante keine Markierungen
aufweist!

Abb. 13.2: Illustration zum Blendenproblem, nach [Jédhne 2005]

Im folgenden wird eine Bildsequenz von Graustufenbildern g(x,y,t) = ¢:(x, y) betrachtet.
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13 Bewegungserkennung

Der optische Fluss gibt die Verschiebung Az eines Objektes in einer bestimten zeit At an, also

p_ A7
At

Damit hat der optische Fluss die Einheit | f] — Pixel \yenn man von einem Pixel-Bild ausgeht.

s s

13.2 Einfache Bewegungsdetektion

Differenzenbildung: Eine erste Idee zur Bewegungsdetektion ist es einfach die Differenz zweier Bil-
der zu betrachten. Hat sich nichts verdndert, so sollte die Differenz iiberall 0, andernfalls erhilt man
nicht-verschwindende Differenzen. In Abb. 13.3 sind einige Beispiele dargestellt.

Beleuchtungsanderung Bewegung in der Szene

Abb. 13.3: Bewegungsdetektion durch Differenzbildung. Die Differenzbilder sind kontrastverstirkt. Das linke
Differenzbild zeigt den Effekt einer Beleuchtungsinderung. Im rechten Bild wurde der Wecker verscho-
ben.

Findet tatsdchlich nur Bewegung statt, so kann man dies im Differenzbild ga (%) = gi=o(Z) — gt=1(%)
sehen. Es zeigt sich also, dass Bewegung in zeitlichen Grauwert-Differenzen resultiert. Mit der hier
beschriebenen Technik kann man aber auch nur feststellen, ob es eine Bewegung gegeben hat. Die Er-
mittlung des optischen Flusses f ist nicht so einfach moéglich.

Object-Tracking: Eine weitere ,,einfache” Methode ist Object-Tracking. Die folgende Abb. 13.4 zeigt
die Idee des Verfahrens und die Probleme.
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Bilder aus Bildsequenz:

Y (@)
°
°
°
g o
°
zeitlicher Verlauf

Abb. 13.4: Object-Tracking: Es werden zwei Bilder einer Sequenz verglichen. Rechts sind die Bilder iiberla-
gert und die Bewegungsvektoren sind eingezeichnet (optischer Fluss f). Man erkennt, dass die Methode

nicht eindeutig ist (rechts unten!)

Beim Object-Tracking muss man zundchst Objekte in den Bildern einer Zeitserie erkennen (schwarze
bzw. graue Kreise in Abb. 13.4). Kann man dann die Objekte i ersten Bild im zweiten Bild wiederfinden,
so kann man die Positionsdifferenz berechnen. Diese Differenz AZ ist ein direktes Ma8 fiir den optischen
Fluss: f = % . Dies ist recht einfach moglich, wenn man wenige Objekte hat, die sich nur wenig be-
wegen. Bei grolen Bewegungen ist die Zuordnung u.U. nicht mehr eindeutig, sodass das Verfahren fehl-

Uberlagerung der Bilder:
«®
[ 3]
o

o

)

?%

schligt. Die Korrelationsmethode aus Abschnitt 13.6 ist im Prinzip eine Object-Tracking-Methode.

13.3 Bewegung im Orts-Zeit- und Fourier-Raum

13.3.1 Orts-Zeit-Raum

Die folgende Abb. 13.5 zeigt zwei Bildsequenzen mit einer Bewegung. Man kann leicht erkennen, dass
eine Bewegung im Orts-Zeit-Raum ({z, ¢}, bzw. {x,y,t}) eine Linie darstellt. Die Neigung der Linie
gibt die Geschwindigkeit (optischer Fluss f, bzw. f) an. Verliuft die Linie parallel zur zeit-Achse, liegt
keine bewegung vor. In der 2D-Sequenz bleibt der Kreis in der Mitte ein fiir kurze Zeit stehen, um sich
dann mit gednderter Geschwindigkeit weiterzubewegen.

2D-Bildsequenz mit verschiedenen

Geschwindigkeiten des blauen
Kreises

Zeit t

-1

¢

X

r At

J

1D-Bildsequenz mit konstanter
Geschwindigkeit des roten
Objektes

Abb. 13.5: Bewegung in Raum und Zeit fiir eine 1D und eine 2D Bildsequenz. Die dicke griine Linie bezeich-
net jeweils die Bewegung. Auf den flanken der 2D-Sequenz sind Schnitte durch das Bild aufgezeichnet.
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13 Bewegungserkennung

Aus dem 1D-Fall kann man direkt eine Beziehung zwischen Neigung ¢ und Geschwindigkeit f herstel-
len:

In der 2D-Sequenz kann man zwei Geschwindigkeiten ablesen:

() () ()
fy Tlg tan ¢,
Es zeigt sich also zusammenfassend, dass Bewegung im Orts-Zeit-Raum als Orientierung (iiber einen

Winkel ¢ gegeben) auftritt. Aus dieser Grunderkenntnis leiten sich die meisten Bewegungserkennungs-
methoden her.

13.3.2 Fourier-Raum

Man kann sich nun die obige Bewegung auch im Fourier-Raum betrachten. Der Orts-Zeit-Raum wird von
durch die Koordinaten (&, t) aufgespannt. Die zugehorigen Wellenzahlen/Frequenzen werden mit (E V)
bezeichnet. Sie spannen also den Fourier-Raum auf. Man betrachte nun ein Bild, das sich mit konstanter
Geschwindigkeit 4 bewegt. Man kann dies so ausdriicken:

9(Z,t) = g(& — ut).

Dies lisst sich nun Fourier-Transformieren:

g(Ea V) - ﬁ[g(f7 t)] = / / g(j;'_ ﬁt) . e*27"i'i€"f A2z | e 27Vt g

Nun fiihrt man eine Variablensubstitution durch:

d=x—ut = =2 +1ut
und erhalt:
oo [ o
g(la y) = / / g(f’) . e727ri-lz-(f’+ﬁt) A2 | e 2t gt —
—Oo |— OO
oo [ o
= / / g(a_:") . e—2wi~E~£’ d2$, e—27ri-E-1Zt . e—27ri~ut dt =
—00 [0
=4(F)
oo 0
— / g(l;;) ef2Tr1 (k qul/)t dt = Q(E) / ef2ﬂi-(l_c‘-ﬁ+l/)t dt =
—00 —00
%
— 4(F) / e~ 2Mwt 4t = (k) - Fro M
—00

Nun bleibt nur noch ein Integral iiber die Zeit ¢ {ibrig, das im letzten Schritt als Fourier-Transformation
geschrieben wurde. Es wurde die Substitution w = k-id+v eingefiihrt. Mit dieser schreibt sich das
Integral als Fourier-Transformierte vom ¢-Raum in den w-Raum. Die Fourier-Trafo von 1 ist § (w), sodass
sich aus obiger Rechnung folgendes Ergebnis ergibt:

—

= gkv)=g(k) - 6(k-d+v)
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Die so erhaltene Fourier-Transformierte g(E , V) ist nur dann ungleich 0, wenn ki+r=0 < k-i=
—v gilt. Dies ist aber die Definitionsgleichung einer Ebene im Fourier-Raum (Parameter i, unabhéngige
Koordinaten: k , V). Dies bedeutet, dass eine konstante Bewegung im Ortsraum im Fourier-Raum auf eine
Ebene eingeschrinkt bleibt. Diese Situation entspricht der Orientierung bei lokalen Nachbarschaften, nur
um eine Dimension erweitert. Hat man diese Ebene ermittelt, so kann man # ermitteln:

ov O(—kztg — kyuy)

Uy = _(%m — o ,  uy entsprechend

Uy

—

- ﬁ pv=—u
0/ 0k
0/0k,
Gradient V 7)- Man erhilt also folgendes (zumindest theoretisch anwendbare) Rezept:

Dabei bedeutet V p= < ) der Vektor der ersten Ableitungen nach den k (Differentialoperator:

1. berechne Fourier-Transformierte der Bildsequenz
2. bestimme die Ebene, die die Bewegung beschreibt

3. berechne « aus den Ebenenparametern

Ist das bewegte Objekt ausgedehnt, besteht also nicht nur einem Pixel, so erhilt man nicht eine exakte
Ebene, sondern eine Art Bande im Fourier-Raum und man muss die am besten passende Ebene darin
einpassen (z.B. mit Least-Square-Fit oder Regressionsrechnung).

13.4 Optischer Fluss und Kontinuitatsgleichung

Der optische Fluss wurde als Geschwindigkeit der bewegten Objekte in der Kamera-Ebene eingefiihrt.
Dies ist nur solange richtig, wie sich die Beleuchtung der Szene nicht dndert. Man definiert deswegen:

o optischer Fluss f sichtbare Bewegung im Bild, also letztendlich Grauwerténderung.

o Bewegungsfeld u: tatsidchliche Bewegung des Objektes im Bild, die evtl. nicht sichtbar ist.

Betrachtet man z.B. eine Kugel mit vollkommen ebener Oberflache, die sich vor einem Hintergrund
dreht, so dndert sich am optischen Fluss nichts, also f = ( fiir alle Zeiten ¢. Trotzdem bewegt sich
die Kugel natiirlich, sodass « # 0 gilt. Dies ist eben nur nicht messbar. Bringt man auf der Kugel eine
Lampe, oder eine andere Markierung an, so wird f # 0 und die Bewegung @ wird messbar.

Kontinuitatsgleichung: Man kann nun (analog zum Fluss von Fliissigkeiten in der Physik) eine sog.
Kontinuitétsgleichung herleiten. Sie lautet:

6g ag 0

0
‘|’fz' g+fy g

[ (Vo) = 9y

=0 (13.4.1)

fa

Jy
in Raum 22,99 und Zeit 22 her. Man kann aus ihr versuchen die zwei gesuchten GroBen f;, f, zu
ox’ dy ot ' JY

ermitteln.

Sie stellt einen Zusammenhang zwischen dem optischen Fluss f = < > und der Grauwertidnderung
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Anschauliche Erklarung der Kontinuitatsgleichung: In der Physik der stromenden Fliissigkeiten
besagt die Kontinuititsgleichung die Erhaltung der Masse. Die Anderung der Fliissigkeitsmenge an ei-
nem Ort kann nur durch Zu- oder Abfluss erfolgen. Fiir den Grauwert gilt dhnliches. Eine Bewegung
stellt einen Zu- oder Abfluss von Grauwert dar. Dabei bedeuten die zwei Terme:

° % beschreibt die zeitliche Verdnderung des Grauwertes.

° f . (6 g) beschreibt die Anderung des Grauwertes durch einen mit f bewegten Grauwertgradienten
69. Der Gradient tritt hier auf, weil eine Bewegung einer homogenen Fliche (ﬁg = 0) nicht
erkennbar ist. Stehen Gradient und Fluss f senkrecht aufeinander, so erfolgt die Bewegung entlang
einer Kante des Grauwertes und kann somit nicht detektiert werden, da sich der Grauwert nicht
andert. Sind beide Groflen hingegen parallel, so bewegt sich das Objekt entlang seines Gradienten
(senkrecht zur Kante) und der Term f . (ﬁg) ist maximal.

amit bedeutet die Kontinuititsgleichung

o9 =
a—‘f‘(vy)

nichts anderes, als dass Grauwertidnderungen iiber die Zeit nur von sich bewegenden Objekten/Gradien-
ten ausgelost werden konnen.

keine erkennbare erkennbare
Bewegung: Bewegung:

T, Bewegungs- f, Bewegungs-
richtung richtung

-

Ng

Abb. 13.6: Veranschaulichung zur Kontinuitidtsgleichung

1D-Fall: Fiir 1D-Bildsequenzen kann man f aus dem 1D-Aquivalent zu (13.4.1) bestimmen:

99 99 >
SR =9 13.4.2

2D-Fall: Da man hier wieder nur eine Gleichung (13.4.1) fiir zwei Unbekannte f = (fz, fy) vorliegen
hat, ist die Bestimmung von f ohne zusitzliche Bedingungen zu stellen nicht méglich. Man kann nur die
Normalkomponente des optischen Flusses bestimmen:

(13.4.3)

Diese Unbestimmtheit entspricht dem in Abschnitt 13.1 geschilderten Blendenproblem.

13.5 Gradientenmethode

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, wie man die Kontinuitidtsgleichung (13.4.1) nutzen kann um
theoretisch den optischen Fluss f zu berechnen. Da nur eine Gleichung fiir zwei Unbekannte vorliegt
ist eine eindeutige Losung nicht immer moglich. Man kann aber eine numerische Optimierungsaufgabe
formulieren, die eine Losung der Kontinuititsgleichung darstellt:
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Man kommt dann zu einem Minimierungsproblem, das den folgenden Ausdruck mit der Methode der
kleinsten Quadrate zu minimieren sucht:

2 dg o= \?
llell5 == 5 Ve (13.5.1)

Die Mittelung (...) bedeutet hier auch eine Faltung mit einer Fensterfunktion w(z,y,t). Da man die
raumlichen und zeitlichen Gradienten numerisch abschitzen muss, muss man eine Nachbarschaft des
betrachteten Punktes Z mit einbeziehen. Dies wird durch w(z, y, t) erreicht. Man erhilt dann:

7 2
€3 = / w(x—ay—y,t—t)- (E;‘;] +f ﬁg) dx dy dt (13.5.2)

— 00

Fiir die Fensterfunktion wéhlt man bei diskreten Signalen am besten eine Binomialfunktion. Den Aus-
druck (13.5.2) minimiert man indem die ersten Ableitungen Null gesetzt werden. Man erhélt dann:

o113 _ 99 (09 r oL
alele g (99 = <=\t
o1, = 2 3y 8t+f Vg | =0

Dies lésst sich einfach als Matrixgleichung auffassen:

s 0rg - 0rg 029" ayQ) <fx) (8339 : atg) 7
M. 7= : — _(Z&9-99) _ g 13.5.3
f <8yg 029 Oyg - Oyg Ty 0yg - Org ( )

Die Ausdriicke 0,9 - 0,9 sind Schitzungen fiir die Produkte der Ableitungen. Sie werden folgenderma-
Ben berechnet:

Opg - 0q9 = B(Dy, - Dy)g (13.5.4)

Dabei ist B ein Glittungsfilter, der die Fensterfunktion w(x, y, t) implementiert (z.B. eine Binomialmas-
ke). Die Operatoren D, ist ein Ableitungsoperator in g-Richtung (z.B. ein Sobel-Operator). Die Operati-
on - entspricht der Punktweisen Multiplikation zweier Bilder.

Das Gleichungssystem (13.5.3) 16st man, indem die Matrix M invertiert wird. Dazu berechnet man zuerst

ihre Determinante det Ml = 0,9 - 0,9 - 0yg - Oyg — 09 - 8y92 und erhilt damit:

PR 1 8969@989'89—89-&9%9‘39)
—M1!.4= . Y Y Y Y 13.5.5
/ dot M (@,g-atg 309 000 — Org 019 Drg Dy (13.35)

Dies funktioniert natiirlich nur solange, wie det M # 0 gilt. Ist dies nicht erfiillt, so liefert das Verfahren
keine Schitzung fiir f.

13.5.1 Tensormethode
Die Tensormethode verwendet ein etwas anderes Optimierungsverfahren, um den optischen Fluss zu
schitzen. Man nimmt an, dass der optische Fluss in Richtung € verlduft (mit ||€]| = 1). Nun ist dieses &

dann optimal geschitzt, wenn es senkrecht auf dem raum-zeitlichen Gradienten ﬁxytg des Graustufen-
bildes steht. Diese letzte Bedingung lasst sich iiber ein euklidisches Skalarprodukt schreiben:

(%ythe?)Q Lo (13.5.6)
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Hier wird dann also (analog zum vorherigen Abschnitt) der folgende Ausdruck minimiert:
S 2 Y
<szth€) = /w(m -2 y—yt—t)- (nytg é’) dx dy dt — Minimum (13.5.7)

Dabei wurde wieder eine Fensterfunktion w(z,y,t) eingefiihrt, die wie vorher gewihlt wird. Es zeigt
sich, dass sich dieses Problem auf das Auffinden des Eigenvektors zum kleinsten Eigenwert des sog.
Strukturtensors J (daher der Name des Verfahrens) reduziert. Dieser hat die folgende Form:

02909 azgayg 0z90:g
J=1 0:90,9 0y90y9 0yg0ig (13.5.8)
0z90tg  Oygorg  OrgOrg

Dabei sind die Mittelwerte (...) genauso wie im vorherigen Abschnitt definiert. Mit numerischen Metho-
den kann man nun die drei Eigenwerte (und die zugehdrigen Eigenvektoren) von J ermitteln. Sie seien
danach mit A\; > Ao > A3 > 0 in absteigender Reihenfolge gegeben. Die Eigenvektoren sind dann
€1, ..., €3. Man kann aus den drei Eigenwerten nun einige verschiedene Bewegungstypen ableiten:

e Keine Bewegung (\; = Ao = A3 = 0): Diese Bedingung kann auch einfacher iiberpriift werden
(ohne die Eigenwerte zu berechnen): Dazu berechnet man einfach die Spur von J, da J nach einer
Hauptachsentransformation gerade Diagonalgestalt hat, mit den Eigenwerten auf der Diagonalen
und die Spur unter einer solchen Transformation invariant ist.

¢ Blendenproblem (\; > 0, A\s = A3 = 0): Hier tritt das Blendenproblem auf und es kann nur die
Normalkomponente des optischen Flusses berechnet werden:

fj _ €1t (61:5)
G%z + e%y €ly ’
e konstante Bewegung ()1, Ao > 0, A3 = 0): Hier lisst sich der optische Fluss schitzen:

= () -y
- , - _ 13.5.10
/ €3t <€3y d 1- e%t ( :

¢ nichtkonstante Bewegung ()1, A2, A3 > 0): Hier kann keine sinnvolle Schitzung des optischen
Flusses gegeben werden.

2

€1t
= . 13.5.9
‘ 1-— e%t ( )

‘ —

fi

Die numerische Berechnung der Eigenwerte und -vektoren ldsst sich mit Standard-Verfahren (z.B. Givens-
Householder + QL-Zerlegung) durchfiihren. Mit Hilfe der Symmetrie des Tensors J ldsst sich aber das

Eigenwertproblem auch analytisch 16sen, was in [Kahder etal. 2001] durchgefiihrt wird. Damit erhilt

man eine Beschleunigung der Berechnung.

13.6 Korrelationsmethode

Die Korrelationsmethode arbeitet nach dem Object-Tracking-Prinzip. Es werden nur zwei Bilder einer
Zeitserie verglichen. Sie seien hier mit g; = ¢ und g2 = g+ bezeichnet. Die Korrelationsmethode
berechnet die Verschiebung s eines Objektes in den Bildern in der zeit At. Es stellt sich also zunichst
die Frage, wann man davon sprechen kann, dass zwei Objekte in den Bildern g; und g2 gleich sind.
Es ist wiinschenswert wenn man Beleuchtungsinderungen ignorieren kann, also sollen zwei Objekte
gleich sein, wenn sich ihr Grauwert bis auf einen Faktor o (Beleuchtung) gleicht. Dies entspricht zwei
parallelen (aber unterschiedlich langen) Merkmalsvektoren.
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Um dieses Prinzip zu implementieren wird der sog. Kreuzkorrelationskoeffizient r(3) maximiert:

fgl ) - 92(7 — §) A%z

G Gt

\/f g1(& f g2(& — §) A%z (9%(5)'93(5_501/2

Dieser Koeffizient r(5) hingt von der Verschiebung 5 ab und ist ein MaB fiir die Ahnlichkeit der zwei
Bilder g1 und go. Er ist 0 wenn die Bilder vollkommen unéhnlich sind und 1 wenn sie sich exakt ent-
sprechen. Man berechnet nun r in Abhéngigkeit von der Verschiebung. Bei der richtigen Verschiebung
sind sich die Bilder gleich und man hat ein Maximum von 7(3) gefunden. Der Nenner von r(3) sorgt
fiir die Normierung und die Unabhéangigkeit von der Beleuchtung. In der Integration wird man im realen
Algorithmus noch eine Fensterfunktion w(&) beriicksichtigen. Sie wird damit dann zu einer Mittelung
oder Glittung (z.B. Binomial/GauB-Maske w(Z)). Man bestimmt dann die Verschiebung AZ und den
optischen Fluss f s0:

N
AZ = maxr(s) = f:I:tU

Die Maximierung kann z.B. mit dem Newton-Raphson-Verfahren berechnet werden.

Evaluation: Das Verfahren ist (nach Konstruktion) unempfindlich gegeniiber Beleuchtungswechseln,
was es von den Verfahren, die auf der Kontinuititsgleichung basieren abhebt. Dafiir ist der Rechenauf-
wand fiir das Auffinden des Maximums sehr hoch. Aulerdem basiert das Verfahren auf dem Vergleich
zweier Bilder und kann nicht auf das Kontinuum erweitert werden. Es ist damit z.B. empfindlich auf
kleine Bildschwankungen, die bei einer Betrachtung einer ganzen Zeitserie herausgefiltert werden kénn-
ten.

13.7 Phasenmethode

Die Phasenmethode ist ebenfalls ein Verfahren, das versucht den Einfluss schwankender Beleuchtung
zu minimieren. Dazu wihlt es aber einen anderen Ansatz, wie die Korrelationsmethode. Man wéhlt hier
nicht den Grauwert als Ausgangsdaten, sondern die lokale Phase (siehe auch Abschnitt 11.4) des Bildes.
Um das zu verstehen betrachtet man zunichst eine einfache ebene Welle in Raum und Zeit:

g(z,t) = go - cos[2m(kx — vt] = go - cos[2m(ka — ukt]
Dabei ist v die Frequenz der Welle und © = v/k ihre Fortbewegunsgeschwindigkeit. & ist der Wellen-
vektor der Schwingung. Die Phase ist das Argument des Cosinus, also:
¢(x,t) = 2n(kx — ukt)
Die Geschwindigkeit u der Welle erhélt man durch Differenzieren der lokalen Phase:

¢ ¢ v 060t
Y9 Y 9 -2 _
e S Fyr e

Man kann also iiber die Bestimmung der Phase ¢ die Bewegungsgeschwindigkeit u von Objekten im Bild
bestimmen. Die Phase wird (wie in 11.4 beschrieben) tiber Hilbert- oder Quadraturfilter berechnet.

Evaluation: Da die Phase von der Beleuchtung unabhiéngig ist (diese dndert nur die Amplitude gg)
ist das verfahren nahezu unabhéngig von der Beleuchtung. Dafiir ist diese Methode eigentlich nur fiir
1D-Sequenzen geeignet. Man kann dies umgehen, indem man vorher eine Richtungszerlegung des Bil-
des vornimmt. Auflerdem hat man die iiblichen Probleme der Quadraturfilter. Vor der Bestimmung der
Bewegung muss man das Bild mit einem Bandpass filtern. Es zeigt sich, dass die Richtungszerlegung
auf Laplace-Pyramiden eine gute Ausgangssituation fiir diese Methode ist.
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14 Inverse Filterung

Viele physikalische Bildaufnahmesysteme sind ,,beugungsbegrenzt”. Die Auflosung ist dabei als der
kleinste Abstand zweier Punkte definiert, die noch getrennt wahrgenommen werden. Dies bedeutet, dass
die Auflésung eines Mikroskops, Teleskops oder Kamerobjektivs von seiner Offnungsweite abhingt.
Die iibliche Punktantwort eines optischen Systems ist ein sinc- bzw. Airy-Funktion. Sie fiihrt zu einer
Verschmierung kleiner Objekte und zu Ringen z.B. um Sterne im Teleskop. Man nimmt hier also an,
dass man die Storung des Bildes durch das optische System als Faltung des realen Bildes g, mit einem
Filter h fiir das Aufnahmesystem modellieren kann. Es stellt sich nun die Frage, ob es moglich ist diese
Bildstorung riickgédngig zu machen.

Im Prinzip muss durch eine Filterung keine Information verloren gehen. Angenommen das gemessene
Bild lasst sich als Faltung darstellen
g=h®gr,

so entspricht dies im Fourier-Raum einer Multiplikation:

~

g="h- g,
Es spricht nun nichts dagegen diese Multiplikation wieder riickgiingig zu machen. Dies bezeichnet man
als Riickfaltung:
gr = % = B_l : g )
Man kann also das reale Bild im Fourierraum berechnen und dann in den Realraum zuriicktransformie-
ren: Flg
- g
—F 1|
” [F[h]]

Die Riickfaltung durch Division im Fourierraum fiithrt nur dann zu Problemen, wenn h Nullstellen hat.
Liegt dieser Fall vor, so ist durch die Faltung Information vernichtet worden, die nicht wieder hergestellt
werden kann. Als Beispiel kann man etwa die Glittung durch ein 3 x 3-Binomialfilter betrachten. Wenn
das Bild 100 x 100 Pixel gro8 ist, so sind nur wenige Pixel von h von null verschieden, sodass eine
Riickfaltung nicht moglich ist. Dies zeigt deutlich, dass eine Glittung Information vernichtet.

Zusitzlich bekommt man Probleme mit Rauschen. Wenn das Rauschen n nach der Faltung aufaddiert
wird, so erhilt man:

g=h®g.+n ©o* §G=h-g+n = § =

@>\Q>
> S

Damit wird das Rauschen in den Bereichen verstirkt, in denen / klein ist. Diese groBBe Verstirkung des
Bildrauschens macht obigen Riickfaltungs-Ansatz sehr schlecht.

Man wihlt daher iterative Ansétze, um die Faltung riickgéngig zu machen. Eine einfache Moglichkeit ist
der folgende Ansatz fiir die Umkehrung eines Unschirfeoperators H mit Transferfunktion h:
1

. 1 . -
lflzzzl = mit ¥ =1-h

Diesen Ausdruck fiir 7’ kann man nach Taylor entwickeln:

R l=14+h+h2+h%+ ..
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14 Inverse Filterung

Abb. 14.1: Van-Critter-Iteration auf einem weich-gezeichneten Testbild

Im Realraum entspricht dies der folgenden Reihe:
H'=I+H +H*+H*+.. mit H'=TI-H

Man kann also einen iterativen Prozess angeben, der immer mehr Terme hinzunimmt und damit die
Riickfaltung von Schritt zu Schritt verbessert. Diesen Prozess kann man dann abbrechen, wenn das Rau-
schen sichtbar wird. Die einzige Voraussetzung ist, dass die Verschmierung H bekannt ist. Diese ldsst
sich aber oft mit Testbildern vermessen (z.B. als Bild einer Punkt-Lichtquelle, wie etwa einem Stern oder
einem sehr kleinen beleuchteten Staubkorn). Die direkte Implementierung dieses Schemas ist aber nicht
sinnvoll, da im i-ten Schritt mit der Maske H* gefaltet werden muss, die aber von Schritt zu Schritt immer
groBer wird. Man verwendet deswegen das sog. Horner-Schema, um das obige Polynom zu berechnen:

g9=9 Gr1=9+Hag
Daraus erhilt man:
go=9g

Gq=9g+Hg
g =g+Hg+H?

Dieses Iteration wird Van Critter Iteration genannt. In Abb. 14.1 ist ein Beispiel der Anwendung ge-
zeigt. Man sieht, dass zu Anfang das Bild immer schirfer wird, wihrend es nach zu vielen Iterationen
nur noch aus Stdrungen besteht.
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15 Segmentierung

15.1 Einleitung

Die Segmentierung bestimmt, welche Bereiche eines Bildes zu einem Objekt gehoren. Die so entstan-
denen Regionenbilder konnen dann weiterverarbeitet, oder zur Klassifizierung herangezogen werden. Es
entsteht ein Biniirbild, d.h. jeder Pixel kann nur die Werte 0 oder 1 annehmen:

_J1: Pixel gehort zu einem Objekt
Jmn = 0: Pixel gehort nicht zu einem Objekt

Es gibt verschiedene Segmentierungsmethoden, die in den folgenden Abschnitten behandelt werden:

o pixelbasierte Methoden schenken der lokalen Nachbarschaft keine Beachtung

kantenbasierte Methoden nutzen nur Diskontinuititen (Kanten) im Bild

regionenbasierte Methoden nutzen homogene Bildbereiche, um Objekte aufzufinden

modellbasierte Methoden nutzen Informationen iiber die bekannte Form der zu segmentierenden
Objekte

Die einfachsten Methoden basieren dabei nur auf lokaler Information (kleine Nachbarschaft).

15.2 Pixelorientierte Methoden

Die pixelorientierten Segmentierungsmethoden sind die einfachste Klasse von Segmentierungsalgorith-
men. Sie klassifizieren Bildpunkte anhand eines Schwellwertes fiir ihren Grauwert. Die folgende Abb.
15.1 zeigt zwei Bilder mit Objekten, die klassifiziert werden sollen. Dazu sind jeweils die Histogramme
gezeichnet. Diese zeigen einen starken bimodalen Charakter, d.h. es existieren zwei extreme Maxima,
zwischen denen nur wenige Pixel zu finden sind. Ein Maximum gehort zu den Objekten; das zweite zum
Hintergrund.
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Abb. 15.1: bimodale Histogramme zweier Bilder
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15 Segmentierung

Bei solchen Bildern mit bimodalen Histogrammen ist die pixelorientierte Segmentierung gut geeignet.
Sie geht so vor:

1. suche einen Schwellwert s, mit dem das Bild segmentiert werden kann
2. liberpriife jeden Pixel gy,

a) Wenn g,,,, < s, so gehort der Pixel zum Hintergrund
b) Wenn g,,,,, > s, so gehort der Pixel zum Objekt

Evaluierung: Die folgende Abb. 15.2 zeigt, welchen Einfluss die Wahl des Schwellwertes auf das
Ergebnis hat.

Origina

Abb. 15.2: Segmentierung eines Bildes mit dem Schwellenwertverfahren mit verschiedenen Schwellenwerten
s.

Im Bild s = 166 sieht man Probleme, die man mit inhomogener Beleuchtung haben kann. Rechts unten
werden die Reiskorner noch gut segmentiert, wiahrend links oben der Hintergrund als Objekt aufgefasst
wird. Im Bild s = 178 sieht man links oben einige Fehlpixel, die durch Rauschen entstehen kdnnen. Au-
Berdem sind die Reiskorner rechts unten zu breit. Das Bild s = 209 ist ein ziemlich guter Kompromiss.
Im Bild s = 229 fehlen einige Reiskorner, weil sie zu dunkel sind; andere sind zu klein.

Fehler: Zusammenfassend findet man folgende Fehler:

e inhomogene Beleuchtung fiihrt evtl. zu verfalschten Ergebnissen (der Hintergrund wird als Objekt
klassifiziert.

e sind helle und dunkle Objekte im Bild enthalten, so werden bei einem globalen Schwellenwert
helle Objekte eher zu grol segmentiert und dunkle Objekte eher zu klein. Abb. 15.3 verdeutlicht
das.

e Durch Rauschen konnen einzelne Storpixel entstehen.

A H
(%) helles Obj ekt
normal es Objekt
s

,X

zu grof3

Abb. 15.3: GroBen-Fehler beim Segmentieren bei verschieden hellen Objekten

Festlegen des Schwellwertes: Um den Schwellwert richtig festzulegen ist es notig die Kanten der
Objekte im Bild zu betrachten. Es konnen lineare oder nicht-lineare Kanten vorliegen (siehe Abb. 15.4).
Ist die Kante ein linearer Anstieg/Abfall, so kann der Schwellwert einfach auf die halben Kantenhohe
gesetzt werden. Bei nicht-linearen Kanten verschiebt er sich. Wiirde man ihn hier anders festlegen, so
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wiren alle Objekte eher zu grof (siche die graue Linie in der rechten Abbildung). Die ideale Segmentie-
rungsgrenze liegt auf der halben Kantenbreite. Unter Umstédnden konnen solche Fehler von nicht-linearen
Kanten aber auch vernachlissigt werden (je nach Anwendung!).

9\(X) g\(X)

s s/

> X > X

Abb. 15.4: Festlegung des Schwellenwertes s bei linearen und nicht-linearen Kanten

15.3 Kantenbasierte Segmentierung

Dieses verfahren vermeidet den GroBenfehler der Schwellenwertmethode. Ein solcher Algorithmus liuft
so ab:

1. Berechne den Betrag des Gradienten des Bildes ‘ﬁ g|, als MaB fiir die Kantenstiirke

2. Suche (zeilenweise) ein Maximum in ‘69

3. Folge der zugehorigen Kante, bis der Anfangspunkt wieder erreicht ist

4. suche das nidchste Maximum und fahre mit Schritt 3 fort, bis alle Pixel auf ein Maximum untersucht
wurden

Dieser Algorithmus setzt voraus, dass es sich bei den Objekten um zusammenhingende Gebiete handelt.
Die beiden Objekte in Abb. 15.5 konnen deswegen u.U. nicht unterschieden werden und fithren beide
zum selben segmentierten Gebiet.

Segmentierung
Abb. 15.5: Ununterscheidbare Objekte beim kantenbasierten Segmentieren

Fehleranalyse bei inhomogener Beleuchtung: Man kann leicht zeigen, dass bei der kantenbasierten
Segmentierung kein Groflenfehler entsteht, wenn die Beleuchtung maximal linear variiert. Dazu betrach-
tet man ein einfaches Bild mit einer steil ansteigenden Kante.

Die Kante soll inhomogen (ortsabhzngig) beleuchtet werden. Die Beleuchtung wird als Parabel model-
liert (linear mit b, = 0 und gleichméBig mit b; = 0):

b(x) = by + biz + by

Die Kante wird zusitzlich durch eine Filtermaske h(z) verschmiert (Faltung). Die folgende Abb. 15.6
zeigt diese Schritte.
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einfache Kante verschmierte Kante verschmierte Kante
mit Beleuchtung:
1.5 9 1.5 1 15
1 1 1
0.5 9 0.5 1 05
0 0 L 0 o 0 - 0

Abb. 15.6: Modellierung einer Kante im Bild mit Verschmierung und Beleuchtung

Man kann das Bild nach Verschmierung und Beleuchtung so schreiben (Die Kantenform wurde in den
Integralgrenzen beriicksichtigt):

g(z) = go/ h(x) dz + by + by + baz?
—_———

SN————— Beleuchtung
Faltung

Nun kann man auch das Gradientenbild anschreiben:
i go - h(x) 4+ by + 2box

Man nimmt nun an, dass sich h(z) um x = 0 in etwa wie eine Parabel verhilt, also h(x) ~ hg — hoa?.
Dies kann man in obiges Gradientenbild einsetzen.

99

9g S 90 (ho — hox?) + by + 2byz

Mochte man nun die Lage der Maxima dieses Bildes bestimmen, so bildet man dessen Ableitung und
setzt diese null:

0% 9%g
— =5 = —2goh 2b2 =0
0x? 0x? Gofia® + 202
Daraus erhilt man: .
Tkante = 907]212
Das Ergebnis zyane = 0 wire ideal. Aus obiger Gleichung kann man folgende Schlussfolgerungen

ziehen:

1. bei maximal linearer Beleuchtung (b3 = 0) wird die Kante immer an der richtigen Position erkannt.
Die Position hingt dann auch nicht von der Objekthelligkeit ab.

2. bei nicht-linearer Hintergrundbeleuchtung steigt der Fehler mit der Verschmiertheit der Kante (ent-
spricht hy) und der Objekthelligkeit gg an.

15.4 Regionenorientierte Verfahren

Die Standardverfahren hier sind Region-Growing und Split-and-Merge. Bei ersterem erweitert man das
Gebiet um einen Saatpunkt solange, bis man an eine Kante stoft. das Split-and-merge-verfahren teilt
eine Flache solange in kleine Unterflichen auf, bis eine Unterfliche nahezu homogen ist. Sie kann kann
dann als Objekt oder Hintergrund mit einem einfachen Schwellenwert klassifiziert werden.
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Pyramid-Linking ist ein iteratives, regionenorientiertes Segmentierungsverfahren. Es geht vom Grau-
wertbild aus, nicht vom Merkmalsbild, denn das verfahren berechnet das Merkmal selber. Angenommen
das zu segmentierende Merkmal wird durch ein Filter M berechnet. Stoft dieses Filter an die Grenzen
eines Objekte, so wird sein Wert verfilscht, da auch Hintergrundpixel eine Rolle spielen. Am besten
wire es hier die Maske M auf das Objekt zu beschrinken. Dies ist aber vor der Segmentierung nicht
moglich, wihrend aber gleichzeitig das Merkmalsbild zur Segmentierung bendtigt wird. Man hat also
ein klassisches Henne-und-Ei-Problem. Man verwendet zu seine Losung ein iteratives Verfahren. Beim
Pyramid-Linking ist M einfach ein Mittelungsfilter. Das verfahren lduft folgendermafBen ab:

1. GauB-Pyramide: Berechne die GauB-Pyramide G(?) des Bildes g. Dabei wird iiber jeweils vier
Pixel gemittelt. Damit trédgt jeder Bildpunkt zu zwei Nachbarpunkten bei.

2. Segmentierung: Jeder Bildpunkt trigt zu zwei Knoten auf der ndchsten Ebene der GauB3-Pyramide
bei. Man entscheidet nun fiir jeden Punkt zu welchem der beiden er eher gehort (an welchem er
niher liegt) und verbindet diese. Dies wird nun fiir alle Pixel aller Ebenen durchgefiihrt. Man erhélt
so einen Baum, der aus den Pixeln der Gaul3-Pyramide besteht.

3. Mittelung miteinander verbundener Pixel: Nun mittelt man neu, indem nur noch die mit einem
Elternknoten verbundenen Kindpixel zur Mittelung herangezogen werden. Nun kehrt man wieder
zu Schritt 2 zuriick und wiederholt dies, bis sich die Verbindungen nicht mehr dndern.

4. Im Ergebnisbaum kann man nun die verschiedenen Regionen identifizieren. Jede Region stellt
einen eigene Teilbaum dar.

Das Verfahren ist in Abb. 15.7 illustriert. Die Anzahl der Segmentierungsebenen ergibt sich aus der
Anzahl der Teilbdume in den ersten Schichten nach der Wurzel des Baumes und muss nicht unbedingt
vorher bekannt sein!

Gaul}-Pyramide berechnen §q

;q/ \ge 62

PN Mittelung {iber 4 Pixel
c4 £ §2 ¢3 “60 62 68 65

61

Bilddaten
Links neu berechnen 5§
/‘ -\
5% €A
~
su ‘/\ ™~ 5¢ P éz\/ /5 5‘\
7N \
S ¢ §L §% 6o 62 &% g5
neu mitteln
Bild segmentieren (zwei Teilbiume) s
& A
Ce =
5%, — : = 6 44\
~ ‘
gt;b/ 5%, p 6‘44/ 6%,
S\~ N /N 7\

S ¢5, S, §% 6o, 6, 68, 65

Abb. 15.7: Veranschaulichung des pyramid-linking-Verfahrens
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15.5 Modellbasierte Segmentierung

15.5.1 Regularisierung und Modellierung

Die bisher besprochenen verfahren verwenden keine Information iiber die Form der zu segmentierenden
Objekte. Die folgenden Verfahren machen Annahmen iiber die Form enthaltenen Objekte und nutzen
diese zusitzliche (globale) Information zur Segmentierung. Man erstellt also ein Modell der Wirklichkeit
und versucht damit die Segmentierung zu verbessern.

Modell: Beim Aufstellen eines Modells muss man sich einiger Tatsachen bewusst sein. Es ist wichtig,
dass Modelle die Wirklichkeit immer nur bis zu einem gewissen Grad wiederspiegeln konnen. Man muss
sich also auch Gedanken iiber die Grenzen des Modells machen. So wird man etwa mit der Modellierung
von Objekten als Rechtecke keine Kreise segmentieren kdnnen. Auflerdem muss ein Modell auch dann
nicht die Wirklichkeit beschreiben, wenn es perfekt zu den Daten passt. In Abb. 15.8 ist ein Beispiel
gezeigt. Das Modell nimmt ein einziges schwarzes Objekt auf weilen Untergrund an. Das Bild rechts
fiihrt aber zum gleichen Grauwerthistogramm. Damit wiirde das rechte Bild gleich klassifiziert, wie das
Bild 1 Histogramm Bild 2

linke und das Modell ist leider falsch, obwohl es zu den Daten passt.

Abb. 15.8: falsches Modell (Bild 1) fiir die Daten (Bild 2)

blablub

w_ N

15.5.2 Hough-Transformation

Dieses verfahren erkennt gerade Kanten. Dazu geht man davon aus, dass jeder Punkt einer Kante auf
einer Geraden liegt, die iiber zwei Parameter ag, a; beschrieben werden kann (Achsenabschnitt ag und
Steigung a1). Dies bedeutet, dass alle Punkte (x,,,y,)" auf der Kante der Geradengleichung geniigen
miissen:

Yn = ag + a12p

Diese Gleichung lisst sich aber auch als Bedingung fiir ag und a; umformulieren:

Dies ist wieder eine Geradengleichung, aber mit Achsenabschnitt Z—Z und Steigung —i. Auflerdem
handelt es sich um eine Gerade im sog. Parameterraum, der von ag und a; aufgespannt wird. Dies kann
man so interpretieren, dass jeder Punkt (ag,a;)! im Parameterraum eine bestimmte Gerade im Bild
reprasentiert (eben Achsenabschnitt und Steigung). Nun kann man also jedem Punkt auf der Kante eine
Gerade im Parameterraum zuordnen. Alle diese Gerade sollten sich (zumindest ungefihr) in einem Punkt
treffen. Seine Koordinaten geben dann einen guten Schitzwert fiir die Geradengleichung der Kante. Das
ganze ist in Abb. 15.9 fiir einige Punkte veranschaulicht.
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Datenraum Parameterraum
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Abb. 15.9: Beispiel zur 1D-Hough-Transformation

In der Praxis verwendet man nicht die Steigung als Parameter (diese kann unendlich werden), sondern
den Winkel des Geraden zu den Achsen. Der gro3e Nachteil der Hough-Trafo ist der groe Rechenauf-
wand, da zunichst die Parameter der gerade im Parameterraum berechnet werden miissen und hernach
die Schnitte aller geraden miteinander. Aus allen diesen Schnittpunkten muss man schlielich noch den
Mittelwert bilden.

schnelle Hough-Transformation: Man kann bei der Berechnung der Hough-Transformation noch zu-
sitzliche Daten beriicksichtigen. Wenn ein Punkt auf einer Kante liegt, so kann man iiber die Methoden
aus Kapitel 11 (Strukturtensor etz.) die Orientierung der Kante bestimmen. Man hat also neben der Posi-
tion der Kante auch ihre Orientierung gegeben. Dies reduziert die Gerade im Parameter-Raum auf einen
Punkt, sodass das Auffinden der Schnittpunkte der Geraden im Parameterraum entféllt. Im Parameter-
raum erhélt man dann Cluster von Punkten um die tatsichlichen Parameter.

15.5.3 Kontinuierliche Modellierung: Variationsmethode

Fiir die Modellierung mit der Variationsmethode geht man von folgender Situation aus: Die Daten seien
als g(Z) gegeben. Das Ergebnis soll eine Zielfunktion f(Z) sein, die die Daten moglichst gut beschreibt
(z.B. die Umrandung eines Objektes bei der Segmentierung). Man stellt nun ein sog. Fehlerfunktional
€[f] auf. Es misst die Abweichung der Daten von der Zielfunktion. Man wihlt dann dasjenige f mit dem
kleinsten Fehlerfunktional. Fiir diskrete Daten und eine euklidische Distanz zwischen f und ¢ fiihrt dies
etwa auf einen Least-Square-Fit.

) gt *

~h
N
\ o/

\N—h

Dateng

5 X

7

Abb. 15.10: Verschiedene Versuche eine Funktion f an die messdaten zu fitten. rechts ist das Fehlerfunktional
gezeigt. Es muss das Minimum aufgesucht werden.

Aufstellen des Fehlerfunktionals bei kontinuierlichen Daten: Wie man an dem Beispiel in Abb.
15.10 sieht, ist es wichtig den Abstand zwischen allen Datenpunkten und f zu messen. Sind die Daten
kontinuierlich (durchgezogene blaue Linie), so muss man iiber beliebig dicht liegende Punkte summie-
ren, man integriert also iiber den Abstand zwischen g und f. Wenn das Fehlerfunktional nur von f
abhiéingt, so werden keine Nachbarschaftsbeziehungen beachtet. Um diese ebenfalls einzubinden (etwa
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um Glattheit zu garantieren) muss das Fehlerfunktional auch von den Ableitungen 0;f = % von f

abhingen. Man macht deswegen folgenden allgemeinen Ansatz:

€[f] = /L(f, 81f7"‘78Wf7$17”'7xW) dWx — min.

Dabei ist £ = (3, ...,xw) und W gibt die Dimensionalitit der Daten an. Die hier eingefiihrte Funkti-
on L(...) wird als Lagrange-Funktion bezeichnet. Das so dargestellte Optimierungsproblem ist in der
Mathematik wohl bekannt. Es wird von denjenigen Funktionen f(Z) gelost, die den folgenden Euler-
Lagrange-Gleichungen (oder einfach Lagrange-Gleichungen) geniigen:

oL 0 oL
of 2= s, <5(8wf)> -

Hierbei handelt es sich um eine partielle Differentialgleichung. Ist f eine vektorwertige Funktion f(Z),

—

so gibt es eine Euler-Lagrange-Gleichung fiir jede Komponente von f(Z).

Ahnlichkeitsbedingung: Man fordert, dass die Daten dem Modell moglichst gut entsprechen. Dies
kann man etwa iiber den Abstand nach der L,-Norm machen. Man erhilt dann folgende Lagrange-
Funktion:

L =pll f(Z) — ()
Daran sieht man, dass die Daten direkt in der Lagrange-Funktion stecken. Nimmt man an, dass das Bild
durch die Faltung mit einem Kern /h verdndert wurde, erhilt man:

L=|plf®h—g

Glattheitsbedingung: Oft ist es sinnvoll zu fordern, dass die Funktion f(x) glatt ist. Dies bedeutet,
dass f(f) nur langsam mit x variiert. Anschaulich ist dies etwa bei groBen Objekten (mehrere Pixel breit)
mit glattem Rand gegeben. Wenn eine Funktion glatt ist, so ist ihre Ableitung v f klein. Man kann also
folgende Bedingung zur Lagrange-Funktion hinzufiigen:

- 92
L=|lp| ... - *|lg| Vf

Lésung der Euler-Lagrange-Gleichung: Zur Losung der so erhaltenen Euler-Lagrange-Gleichungen
kann man numerische Verfahren verwenden, die dann die optimale Zielfunktion f ausgeben.

15.5.4 Diffusionsmodelle

Es gibt noch eine andere Herangehensweise an die Euler-Lagrange-Gleichung. Dazu modifiziert man die
(im Beispiel 1D-) Lagrange-Gleichung:

oL 9 oL _ of

of  0x0(0.f) ot

Rechts steht jetzt nicht mehr 0, sondern die zeitliche Ableitung von f. Dies bedeutet, dass die richtige
Losung von f die Gleichgewichtslosung dieses ,,Reaktions-Diffusions-Systems* ist. Die Konstante o in
der Glattheitsbedingung iibernimmt jetzt die Rolle einer Diffusionskonstante. Indem man diese variiert
kann man die Diffusion (und damit die Losung f) an die lokale Umgebung anpassen.

(© 2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/) - 105 -


http://www.jkrieger.de/

15 Segmentierung

S 2
inhomogene Diffusion: Wird etwa o von der Kantenstirke ‘V f ‘ abhiéingig, so kann man erreichen,

dass Kanten weniger geglittet werden, als homogene Bereiche. Die Modellierung wiirde sich dann gut
zum Auffinden von Kanten eignen.

anisotrope Diffusion: Hier wird die Diffusion an die Orientierung von Kanten angepasst, sodass eine
Glittung entlang, aber nicht senkrecht zur Kante stattfindet.
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Aus der Segmentierung eines Bildes erhélt man ein Binérbild mit folgender Eigenschaft:

_J1: Pixel gehort zu einem Objekt
G = 0: Pixel gehort nicht zu einem Objekt

Hier sollen nun einige Operationen auf Binérbildern, die morphologischen Operationen, besprochen wer-
den, mit denen Formen in Bindrbildern modifiziert und analysiert werden konnen.

Zur Formulierung der morphologischen Operationen wird die Sprache der Mengen und der Logik ver-
wendet. Die Operationen wirken nur auf Binérbilder, sodass man 1 mit wahr und O mit falsch gleichsetzen
kann. Zusitzlich wird definiert:

e M,: Menge der Pixel ungleich null (wahr) in einer Maske um den Punkt ¢

e (G: Menge aller Pixel ungleich null (wahr) im Bild

16.1 Dilatation und Erosion

Dilatation: Diese Operation erweitert die Strukturen in einem bestehenden Binérbild.

Die Abb. 16.1 zeigt dies. Die Objekte werden groBer. Die Operation lédsst sich so
schreiben:

G'=GoM={pM,nG # o}

Dies bedeutet, dass zum neuen Bild G’ alle diejenigen Pixel p gehoren, deren
maskierte Umgebung mindestens einen Pixel mit Wert 1 enthilt. Dies entspricht
der Veroderung aller Pixel der Umgebung:

R R

/
9mn = \/ \/ Im+m/ n+n’

m'=—Rn’'=—R

In dieser Schreibweise entspricht die morphologische Operation einer Faltung, wenn man die Summation
durch eine oder-Verkniipfung ersetzt.

Erosion: Diese Operation verkleinert die Strukturen in einem bestehenden Bi-
nérbild.

Die Abb. 16.1 zeigt dies. Die Operation ldsst sich so schreiben:

G'=GoM = {pM, G}

Dies bedeutet, dass zum neuen Bild G’ alle diejenigen Pixel p gehoren, in deren
maskierter Umgebung nur Pixel mit Wert 1 enthalten sind. Dies entspricht der
Verundung aller Pixel der Umgebung:

R R
/
Imn = /\ /\ Im+m/ n+n’
R

m'=—Rn/=—
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In dieser Schreibweise entspricht die morphologische Operation einer Faltung, wenn man die Summation
durch eine und-Verkniipfung ersetzt.

Die Erosion wird zur Entfernung kleiner Elemente des Bildes verwendet (z.B. einzelne Fehlpixel)

Original: Dilatation: Erosion:

einfachses Test-Muster: alte Flache

[ LI [1]] /

segmentierte Reiskérner:

Abb. 16.1: Anwendung von Dilatation und Erosion auf Testbilder

16.2 Allgemeine morphologische Operationen

In Abschnitt 16.1 wurde eine Schreibweise eingefiihrt, mit der Erosion und Dilatation einer Faltung
dhneln (und auch genauso implementiert werden konnen). Diese Schreibweise soll noch erweitert wer-
den. Dazu definiert man einen Kern h,,,, der Operation. Alle Pixel dieses Kerns liegen in der lokalen
Umgebung M. Man kann dann schreiben:

g:nn = \/ \/ Py RAN R Y,

m'=—Rn'=—R

und:

g;nn - \/ /\ Pt 0/ N Gt et
—Rn'=—R

Den Kern h,,,,, nennt man auch Strukturelement. Damit ergeben sich Dilatation und Erosion als Spezial-
fille mit einer Makse, die iiberall 1 bzw. 0 sind. Wie die LSI-Operatoren auch gehorchen morphologische
Operationen M (Struturelement M) einigen Regeln (G ist ein Binérbild):

¢ Verschiebungsinvarianz: Mit dem Verschiebungsoperator S,,,,, gilt:
M (SmnG) = Smn (MG)

Die Operation hédngt also nicht von der Position im Bild ab.

e Superpositionsprinzip:
MGUG) = MG)U(MG') und M(GNG')=(MG)N (MG

Fiir Erosion und Dilatation gelten diese Beziehungen nicht unbedingt.

(© 2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/) - 108 -


http://www.jkrieger.de/

16 Morphologie

o Kommutativitéit: Morphologische Operatoren sind i.A. nicht kommutativ:
GidGy=G2®dGy aber G10G2 # G206y

Bei Nacheinander-Anwendung von Erosions- und Dilatationsmaksen auf das selbe Bild gilt Kom-
mutativitét:

(GeM)eMy, = Ge(MieM;y) = (GeMy)oM;
(G@Ml)@Mg = G@(Ml@Mg) = (GeMy) e M;

Aus diesen Gleichungen kann man etwas iiber die Implementirung ablesen: werden nacheinander
k Strukturelemente M, ..M}, auf ein Bild angewendet, so ist die dquivalent zur Anwendung des
Strukturelement M; @ ... &My, Dies ldsst sich ausnutzen, da man so separierbare Strukturelemente
erzeugen kann (dhnlich wie separierbare Filtermasken).

e Monotonie: Erosion und Dilation sind monotone Operationen. Dies bedeutet, dass die Teilmenge-
neigenschaft erhalten bleibt:

GiCGy, = GioMcCGyoM
GiCGy = GioMcGyoM

e Dualitiit: Die Erosion mit dem negierten Bild G ist fiquivalent zur Negation der Dilatation mit dem
Bild G; und umgekehrt:

GeoM=GeM und GeM=GeM

e Distributivitit:

(GlﬂGg)EBMQ(GlEBM)O(GQ@M)
(GlﬂGQ)@M:(Gl@M)ﬂ(GQQM)
und
(G1UG2)@M:(G1@M)U(GQ@M)
(GlUGQ)@Mg(GlgM)U(Gg@M)

16.3 Zusammengesetzte morphologische Operationen

16.3.1 Offnen und SchlieBen

Will man mit Erosion Fehlpixel entfernen, so werden dadurch auch die Objekte im Bild kleiner. Man
kann deswegen nach der Erosion nochmals eine Dilatation anwenden, die diesen Effekt wieder aus-
gleicht. Die so entstandene Operation heift Offnen (Opening):

GoM=(GeM)oM

Diese Operation kann auch zur Entfernung von Linien verwendet werden, die kleiner als das Struktur-
element M sind.

Mit der Dilatation kann man Locher in Objekten fiillen. Dabei werden aber auch die Objekte gro3er. Dies
kann man durch anschlieendes erodieren vermeiden. Man erhilt dann eine Operation, die SchlieBen
(Closing) genannt wird:

GeM=(GeM)cM
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Die Operationen Offnen und SchlieBen sind ,,idempotent, d.h. zwei Anwendung von SchlieBen direkt
hintereinander entsprechen der einfachen Anwendung (genauso fiir Offnen):

GeM=(GeM)eM

GoM=(GoM)oM
In Abb. 16.2 sind die Operationen an einem Testbild veranschaulicht. Man sieht deutlich, dass Schlieen

Locher in den Objekten schlieBt, gleichzeitig aber auch das Rauschen etwas verstirkt. Offnen entfernt
das Rauschen. Auflerdem werden Linien herausgefilter, die diinner als 3 Pixel (Maskenbreite) sind.

Original:

SchlieRRen: Offnen:

Abb. 16.2: Offnen und SchlieBen mit einer 3 x 3-Maske auf ein Testbild angewendet.

16.3.2 Hit-Miss-Operator

Der Hit-Miss-Operator detektiert bestimmte Strukturen im Bild. Dies soll am Beispiel der Detektion
dreier nebeneinander liegender Pixel erldutert werden: Eine Erosion mit dem Strukturelement

M; =11 1]

entfernt alle Objekte, die kleiner als drei nebeneinander liegende Pixel sind. In einem zweiten Schritt
muss man alle Objekte entfernen, die groBer als die drei Pixel sind. Dazu erodiert man den Hintergrund
(das invertierte Bild) mit folgender Maske:

11111

My=1]1 0 0 0 1

11111
Dies beldsst nur noch diejenigen Objekte im Hintergrund, die kleiner oder gleichgrof3 zu den drei Pixeln
sind. Man kann also aus der Schnittmenge der obigen zwei Teilergebnisse alle Elemente, die dhnlich wie

drei Pixel sind herausbekommen. Es bleibt jeweil das zentrale Pixel dieser Objekte stehen. Zusammen-
fassend erhélt man:

G@(Ml,Mg):(G@Ml)ﬂ(@@Mg) mit Mj "My = @
Das folgende Maskenpaar detektiert z.B. einzelne Pixel:

M; = My =

oS O O
O = O
o O O
—_ =
—_ O -
— = =
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16.4 Extraktion von Randern

Jeder Randpixel hat mindestens einen Nachbarn, der 0 ist. Die folgenden Erosionsmasken entfernen also
alle Pixel, die einen Nachbarn 0 haben, also auf einem Rand liegen (4er und 8er Nachbarschaft):

010 111
My, = |1 1 1 My = |1 1 1
010 111

Das Bild G’ = G & M, entspricht also dem Bild G, allerdings ohne die Randpixel. Entfernt man nun aus
dem Bild G alle Punkte des Bildes G’, so bleiben nur noch die Randpixel iibrig:

8G = G\(G © M)
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Mit den bisherigen Mitteln erhdlt man immer wieder ein Bild als Ausgabeobjekt. In diesem Kapitel
sollen Methode dargestellt werden, mit denen man Objekte iiber Parameter, wie Grofle, Schwerpunkt
etz. beschreiben kann.

17.1 Momentbasierte Formmerkmale

Definition 17.1 (Schwerpunkt) Zur Bestimmung des Schwerpunktes T; eines Grauwertbildes g(Z) in
einer Richtung © werden die Positionen der Pixel mit ihrem Grauwert gewichtet:

_ [zig(2D) =
Ty= "
T [g(%) 2
Weif3e Pixel tragen also stdrker zum Schwerpunkt bei. Besteht ein Objekt aus weif3en Pixeln, so kann man

hiermit seinen Schwerpunkt berechnen. Die Division durch das zweite Integral fiihrt zur Normierung des
Schwerpunktes.

Man kann ¢(&) nicht nur als Grauwert auffassen, sondern als beliebiges Merkmal, das umso groBer ist,
je eher ein Punkt zum Objekt gehort. Im Extremfall kann man das Binérbild aus einer Segmentierung
verwenden.

Definition 17.2 (Momente des Grauwertes) Zur Bestimmung der hoheren Momente |1y, 4 eines Grau-
wertbildes g(&) berechnet man analog zu Statistik:

tna = [ (@1 = 2P (02 = 2)7 9(2) o
Fiir p = q = 2 ist dies die Varianz in der Verteilung. Fiir p = q = 0 bleibt noch
iy = /g(:ﬁ) d%z

iibrig. Dies ist ein Map3 fiir die Fliiche des Objektes. Die Momente I-ter Ordnung (i1 und ji1,o entspre-
chen den Schwerpunktkoordinaten %1, To.

Mit Hilfe dieser Merkmale kann man Objekte beschreiben. Diese Beschreibung ist aber gro3enabhingig.
D.h. wird das Objekt doppelt so groB3, so wird z.B. po 2 vervierfacht. Will man unterschiedlich grofe
Objekte vergleichen, so kann man die Momente der Objekte mit dem 0-ten Moment 1o normieren:

= _ _ HMpg
Fpa = “(prat2)/2
0,0
Zusammenfassend kann man sagen:
e Moment 0. Ordnung: Flache des Objektes

e Moment 1. Ordnung: Position des Objektes (Mittelwert/Schwerpunkt)
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e Moment 2. Ordnung: Ausdehnung des Objektes (Varianz)

Die Momente 2-ter Ordnung 11,1, f42,0, fo,2 beschreiben die Ausdehnung des Objektes. Sie entsprechen
der Varianz in der Statistik. Sie lassen sich zu einem symmetrischen Tensor (Matrix), dem Trigheitsten-

sor J zusammenfassen:
J = MH20  —H11
—H1,1 Ho2

Dieser Tensor hat die Eigenschaft, dass das Koordinatensystem, in dem er Diagonalgestalt hat (Basis-
vektoren sind Eigenvektoren von J) in den Hauptachsen des Objektes liegt. Die folgende Abb. 17.1
verdeutlicht dies. Die Momente zweiter Ordnung geben die Ausdehnung der eingezeichneten Ellipse an,
dem sog. Trégheitsellipsoiden. Sie modellieren das Objekt also im wesentlichen als Ellipse. Das griine
Koordinatensystem entsteht, wenn der Tensor diagonalisiert wird. Seine Verkippung 6 zum schwarzen
System (beide liegen im Schwerpunkt) gibt die Neigung des Objektes an.

System mit diagonalem
Traheitstensor

Modellierung mit Tensor J

\ 4

Schwerpunkt
Objekt

Abb. 17.1: Trigheitstensor eines Objektes

Man kann den Winkel € und die Exzentrizitit € berechnen:

L 2 — p10,2)% + 43
0= 5 arctan L € — (NQ,O //L072) ul,l

p2,0 — Ho2 (p2,0 + 10,2)*

Die Exzentrizitét gibt an, wie stark das Objekt von einem Kreis (e = 1) abweicht. Sie ist ein MaB fiir das
Verhiltnis der Hauptachsen des Trégheitsellipsoiden.

17.2 Richtungsketten

Bisher wurde ein Bild iiber seine Pixelmatrix dargestellt. Wenn man aber in einem Schwarz-Wei3-Bild
einzelne, abgegrenzte Objekte hat, so geniigt es auch einfach deren Umriss abzuspeichern. Gerade wenn
die Objekte groB sind spart man so sehr viel Speicher ein. Dazu wird von einem Startpunkt aus (gegen
den Uhrzeigersinn) immer der nichste Punkt des Randes gesucht. Es gibt dabei zwei mogliche Nachbar-

schaftsbeziehungen:
4er -Nachbar schaft: 8er -Nachbar schaft:
1 5 6 ;
2 0 4 0
3 3w !

Mit einer 4er-Nachbarschaft benétigt man also 2 Bit und mit einer 8er-Nachbarschaft 3 Bit um den
nichsten Pixel zu codieren. Die folgende Abb. 17.2 zeigt ein Beispiel. Der Kettencode hat auch den
Vorteil, dass eine Fliche L? Pixel umfasst, als ein 2D-Objekt ist, wihrend ihre Umrandung nur o< R
Pixel enthilt. Man spart also eine Dimension bei der Kodierung.
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4er Nachbar schaft: 8er Nachbar schaft:
r_mf_ . A
m M6
o Y5 .
r_‘ 5 X7
| M
== al )
I__I r__I /]
I"'I I ! 1
| | N

Abb. 17.2: Kettencodierung eines Objektes mit verschiedenen Nachbarschaften

Abb. 17.3: dquidistante Abtastung einer 2D-Kurve (rot) mit P = 21 Punkten

17.3 Fourierdeskriptoren

In Abschnitt 17.2 iiber Richtungsketten wurde beschrieben, wie man eine Kurve (die Umrandung einer
Fliche/eines Objektes) geschickt kodieren kann. Hier soll nun ein Ansatz beschrieben werden, wie man
eine solche Kurve beschreiben kann. Als Ausgangsdaten verwendet man eine Kurve, die die Umrandung
des Objektes beschreibt. Diese Kurve wird an diskreten Punkten abgetastet, sodass die Pfadlidnge (!)
zwischen zwei Punkten immer p betrédgt. In Abb. 17.3 ist dies an einem Beispiel gezeigt. Jeder Punkt in
dieser Serie von Abtastungen wird durch zwei Zahlen (Koordinaten) beschrieben: x(p), y(p). Diese zwei
reellen Koordinaten kdnnen zu einer komplexen Zahl zusammengefasst werden:

z(p) = z(p) +i-y(p)

Die Kurve ist zyklisch, d.h.
z(p+nP)==z2(p), neZ

Dies entspricht der periodischen Fortsetzung der Zahlenreihe z(p). Man hat damit eine periodische Folge
von komplexen Zahlen. Diese kann auch als periodisches Zeilenbild aufgefasst werden und man kann
die Fourier-Transformierte dieser Folge berechnen:

P

—2miv
/Z(p)-eXp< P p) dp
0

Die Fourierkoeffizienten 2, werden als Fourierdeskriptoren bezeichnet. Aus ihnen kann man die Kurve
rekonstruieren:

Z, =

Yl =

= 3 wew (THT) = sRe @l ) )

V=—00
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geometrische Deutung: Der erste Fourierdeskriptor lautet:

. p . P P

s L _ o+ i = .,

20—P/z(p)dp—P/w(p)derP/y(p)dp T + iy
0 0 0

Dies ist gerade der Schwerpunkt, bzw. Mittelpunkt der Kurve. Hat nur der zweite Desktiptor einen Bei-
trag, so wird aus obiger Summe:

. 2mi . . ) _
Z(p) = %1 exp ( p) =7 - el eZmp/P =7y elg01+27r1p/P
——

P
=z,€C
Dies beschreibt gerade einen Kreis mit Radius 7. Der Deskriptor Z_; beschreibt ebenfalls einen Kreis,
der aber in der entgegengesetzten Richtung umlduft. Zusammen beschreiben sie eine Ellipse:

Z1+2.1=(r1+7r_1) cos(2mp/P)+1i-(r1 —r_1) - sin(27p/P)

So fiigen die Deskriptoren hoherer Ordnung immer mehr Details zur Kurve hinzu.

polare Fourierdeskriptoren: Alternativ zur Abtastung mit dquidistanten Punkten kann man auch den
Abstand des Randes zum Mittelpunkt in dquidistanten Winkelabstinden messen. Dies fiihrt auf eine
Serie von Abstidnden r,, aus denen man dann die sog. polaren Fourierdeskriptoren berechnen kann.

Objektsymmetrien: Hat das Objekt eine m-zahlige Rotationssymmetrie (z.B. Quadrat: m = 4, Linie:
m = 2, gleichseitiges Dreieck: m = 3), so tragen nur die Fourierdeskriptoren z1 4, bei. Die andere sind
0. Fiir eine Linie tragen z.B. nur z41, 243, 215, ... bei. Bei einem Quader nur z_7, 2_3, 21, 245, 249, ....

Invariante Objektbeschreibung:

e positionsunabhéiingige Beschreibung: Die Position eines Objektes beeinflusst nur den Koeffizi-
enten 2.

e groflenunabhéngige Beschreibung: Wird ein Objekt um den Faktor o vergroBert, so werden
auch alle Fourierdeskriptoren v > 1 mit « multipliziert. Man kann also alle Deskriptoren auf den
Deskriptor Z; normieren. Danach sind sie alle groflenunabhingig und es gilt 2; = 1.

e ausrichtungsunabhiingige Beschreibung: Wird das Objekt um den Winkel ¢ gedreht, so erhilt
jeder Deskriptor Z, eine zusétzliche Phase 2, — 2, - el¥. Man kann diese Phase also aus allen
Deskriptoren herausrechnen (normieren auf die Phase von Z;) und erhélt so eine rotationsunab-
hingige Beschreibung.

Samtliche wichtigen Invarianzen liegen also in den ersten beiden Deskriptoren Zp und 2.

Nachteile: Der einzige Nachteil der sehr eleganten Fourierdeskriptoren ist, dass sie gut bestimmte und
dquidistante (!) Punkte (z;,y;) auf dem Rand benétigen. Die Punkte, die sich aus der 4er- und 8er-
Nachbarschaft der Kettenkodierung (siche Abschnitt 17.2) ergeben sind leider fiir 8er-Nachbarschaften
nicht dquidistant, sodass sie nicht als Ausgangsdaten taugen. Die Verwendung der 4er-Nachbarschaft ist
zwar moglich, der Rand wird dadurch aber sehr ausgefranst. Deswegen miissen die Punkte auf Subpixel-
Genauigkeit bestimmt werden, was leider nur schwer moglich ist.

17.4 Formparameter

Oft mochte man einfache Parameter eines Objektes bestimmen, wie z.B. Fliche, Umfang oder Rundheit.
Dies ist mit den obigen Codierungen sehr einfach. Die Bestimmung dieser Parameter aus den verschie-
denen Bildreprisentationen soll hier beschrieben werden:
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Flache: Ineinem Pixelbild muss man zur Flichenberechnung nur die Bildpunkte im Objekt zdhlen. Ist
ein Objekt kettenkodiert kann man einfach numerisch iiber die Fliache integrieren. Man legt dazu eine
Referenzlinie fest und lduft die einzelnen Bildpunkte ab. Man berechnet dann die Entfernung B; zu dieser
Referenzlinie (in Pixeln) und addiert sie zur Fldche. Dann geht man zum nichsten Pixel iiber. Geht man
dabei nach rechts unten, so gilt B;;; = B; — 1 geht man nach rechts, so ist B;;; = B; usw. Geht man
nach unten, so ist B; 1 = B; — 1, die Fldche nimmt aber nicht zu. In Abb. 17.4 ist das veranschaulicht.

N
B,B, N

&
3

Referenzlinie

N- ¢ iz

Abb. 17.4: Flichenberechnung mit Kettencode

In der Beschreibung mit Fourierdeskriptoren ergibt sich die Flidche zu:

N2-1

A= Z v-l2,?

pu=—N/2

Umfang: Der Umfang ist aus der Kettenkodierung am einfachsten zu berechnen, indem man die Kette
einfach entlang lduft und die Abstinde aufaddiert. Aus den Fourierdeskriptoren lédsst sich der Umfang
nicht direkt berechnen. Es ist zu beachten, dass der Umfang vom Rauschen im Bild abhingt, weil der
Rand bei der Segmentierung umso ausgefranster (ldnger) wird, je groBer das Bildrauschen ausfillt.

Rundheit: Die Rundheit ¢ eines Objektes ist ein grolenunabhingiger Formparameter. Er ergibt sich
aus Umfang U und Fliche A:

U2
Sy
Die Rundheit setzt den Umfang mit der Fldche in Beziehung. Fiir ein ideal rundes Objekt (einen Kreis)
2
erhilt man ¢, = 4;2"’2"2 = 4 ~ 12.6 Fiir ein Quadrat nur noch ¢, = (4LL2) = 16. Je runder ein Objekt

ist, desto kleiner wird c. Der Minimalwert ist derjenige des Kreises.
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18.1 Problemstellung

Bisher wurden Bilder soweit verarbeitet, dass sich Merkmale ergeben anhand derer Regionen und Ob-
jekte im Bild in verschiedene Klassen eingeordnet werden konnen. Ein Beispiel ist etwa verschiedene
Objekte in einem Bild zu unterscheiden. Zunichst wird ein solches Bild vorverarbeitet. Dabei werden
die Objekte O; im Bild segmentiert. Danach werden beschreibende Parameter der Objekte bestimmt, wie
etwa die GroBe und andere Formparameter oder die Parameter der Textur auf den Objekten. Diese Eigen-
schaften der Objekte werden zu sog. Merkmalsvektoren 173; zusammengefasst. Die einzelnen Merkmale
spannen damit den Merkmalsraum auf. Jedem Objekt o; ordnet man also einen Punkt (Vektor) 1, die-
ses Raumes zu. Die Aufgabenstellung ist nun die verschiedenen Objektklassen im Merkmalsraum zu
unterscheiden. Wenn die Merkmale gut gewihlt sind, so sollten sich dhnliche Objekte nahe beieinander
im Merkmalsraum einfinden (Kluster). Das ist in Abb. 18.1 schematisch fiir ein und zwei Merkmale

illustriert.
Bild: 1D-Merkmalsraum 2D-Merkmalsraum:
als Histogramm:
.*5' m, 4
- ~ w
C! ) % exfer Reis E x X Klasse:
—e ® o T ‘§ Relis
e ° Exzentrizitat m, a K]
= asse:
® ® o % Reals& Rfeffer Preffer
28 Prefferkomer | /N o/ oy SoeTm,
und Reis Grofe” M,

Abb. 18.1: Merkmalsraum fiir ein einfaches Klassifikationsbeispiel von einem Bild mit Reis- und Pfefferkor-
nern

Es zeigt sich im 2D-Merkmalsraum (aufgespannt von den Formparameter Grofe/Fliche und Exzentri-
zitdt), dass die zwei Klassen Reis und Pfeffer gut zu unterscheiden sind (bis auf einige Ausrei3er. Die
1D-Merkmalsrdaume zeigen beide eine bimodale Verteilung. Es zeigt sich aber, dass nur die Exzentrizitit
zur Klassifikation herangezogen werden kann, weil Reis und Pfeffer in etwa die selbe Grof3e haben.

An diesem Beispiel sieht man die notwendigen Aufgaben bei der Klassifizierung in der Bildverarbei-
tung:

1. Bildaufnahme

2. Bildvorverarbeitung

3. Identifizieren von sinnvollen Merkmalen (Der Versuch rechteckige und runde Papierschnipsel an-
hand der Farbe zu unterscheiden wird scheitern)

4. Auswahl eines Klassifikators
5. evtl. Training des Klassifikators mit Trainigsdatensatz und Evaluation des Trainings

6. Einsatz des Klassifikators auf die zu verarbeitenden Daten.
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Selektion von Merkmalen: Es gilt gute Merkmale zur Unterscheidung zu finden. Im obigen Beispiel
wiirde wohl auch die Exzentrizitdt zur Unterscheidung ausreichen, da die GroBe keine sinnvolle neue
Information liefert. Allgemein ist es nicht so, dass die Giite der Klassifikation mit mehr Parametern
automatisch zunimmt. Oft wird man bestimmte Klassen trotz einer idealen Merkmalswahl nicht unter-
scheiden konnen. Dies kann z.B. auch daran liegen, dass es keine eindeutige Klassifizierung gibt. So
konnen Zellen zwar normal oder pathologisch sein, es konnen aber auch beliebige Abstufungen auftre-
ten. U.U. deutet eine unmogliche Klassifizierung auch auf unzureichende Bildaufnahme hin. Es ist also
immer nétig auch zu untersuchen, ob eine Klassifizierung tiberhaupt notig ist. Es ist auch zu beachten,
dass die Komplexitit und Laufzeit des Klassifikators mit der Anzahl der Merkmale ansteigt.

Hauptachsentransformation: Man betrachte folgende Skizze in Abb. 18.2. Sie zeigt einen Merkmals-
raum aus zwei Merkmalen m, ms und eine Menge von Punkten, die klassifiziert werden sollen.

N

m,

X
3% 7%
X
><>(>z§<
X
3%
xﬁ%"
&

m1 Cd
Abb. 18.2: Merkmalsraum mit korellierten Merkmalen
In diesem Raum sind die Merkmale offensichtlich korreliert. Ein hoher m1-Wert impliziert auch einen

hohen ma-Wert. Um dies mathematisch auszudriicken betrachtet man die Kreuzkovarianzen o, der
Stichprobe, sowie die Varianzen o0,

Opp = (mp - mp)Q Opq = (mp - mp) : (mq - mq)

Die Kovarianz o0, ist ein MaB fiir die Korrelation der Merkmale m,, und m,. Die Varianz o, ist ein
MaS fiir die Streuung der Merkmale. Ein gutes Merkmal sollte eine kleine Varianz aufweisen, weil dies
auch kleine Kluster impliziert. Die 0,4 lassen sich zur sog. Kovarianzmatrix zusammenfassen:

o11 012 "t O1p

021 022 -+ O2p
M=

op1 Op2 -+ Opp

Bei unkorrelierten Merkmalen hat diese Matrix Diagonalgestalt. Bei korrelierten Merkmalen tragen auch
die Kovarianzen bei. Man kann nun das Koordinatensystem im Merkmalsraum so drehen, dass 3 Diago-
nalgestalt hat. Dies ist in Abb. 18.3 veranschaulicht.
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m,

Abb. 18.3: Merkmalsraum mit korrelierten Merkmalen nach der Hauptachsentransformation

Es zeigt sich nun, dass das neue Merkmal m/ keine signifikante Aussage zur Klassifikation beitragen
kann. Man kann so den Merkmalsraum auf das neue Merkmal m/, einschréinken. Seine Varianz ist relativ
gering und die Verteilung damit eng und scharf. Es handelt sich also um ein gutes Merkmal.

Uberwachte Klassifizierung: Wird der Klassifikator mit einem Trainingsdatensatz vor der eigentli-
chen Klassifizierung trainiert, so spricht man von einem iiberwachten Verfahren. Dazu verwendet man
einen Datensatz, bei dem man die Klassifizierung bereits kennt und optimiert damit die Trennung der
Klassen im Merkmalsraum.

uniiberwachte Klassifizierung: Hierbei berechnet man direkt die Merkmalsvektoren der zu klassi-
fizierenden Objekte und analysiert danach die Punkteverteilung im Merkmalsraum. Dieser Ansatz ist
sicher objektiver (weil ohne Anwendung von Vorwissen), dafiir ist die Trennung méglicherweise weni-
ger gut. Hierbei muss auch die Anzahl der Klassen vorher nicht bekannt sein.

selbstlernende Klassifizierung: Hierbei wird die Trennung im Merkmalsraum mit jedem neuen, zu
klassifizierenden Objekt angepasst. Ein solcher Ansatz hat den Vorteil, dass er nicht steif vorgegeben ist,
sich also an dynamische Situationen (zeitabhidngige Daten, Beleuchtung etz.) anpassen kann.

18.2 Einfache Klassifikationsverfahren

Definition 18.1 (Klassifikator) FEin Klassifikator k ist eine Funktion, die vom Merkmalsraum M in den
Entscheidungsraum D abbildet.
k: M — D

Der Entscheidungsraum ist ein Raum mit () Elementen, zu jeder moglichen Klasse gehort ein Element.
Im einfachsten Fall kann jedes Element die Werte 0 und 1 annehmen. Ordnet nun k ein Objekt mit dem
Merkmalsvektor m € M einer Klasse q zu, so ist das entsprechende Element in D I und alle anderen
0. Eine weitere Moglichkeit wire ein Wertebereich [0..1], wobei jeweils die Wahrscheinlichkeit fiir die
Zugehorigkeit zu einer Klasse angegeben wird.

Jedes der folgenden Verfahren kann fiir iiberwachtes und uniiberwachtes Klassifizieren eingesetzt wer-
den. Diese zwei Ansitze unterscheiden sich ja nur dadurch, wie die Einteilung des Merkmalsraumes in
Klassen vonstatten geht, nicht darin, wie die Klassifizierung eines neuen Objekte 12 € M funktioniert.
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18.2.1 Nachschaumethode

Dies ist das einfachste Klassifizierungsverfahren. Der Merkmalsraum wird in diskrete Parzellen einge-
teilt. Jeder Parzelle des Merkmalsraumes wird eine Klasse zugeordnet. Uberschneiden sich zwei Klassen
an einem Punkt wihlt man z.B. diejenige mit der hochsten Zugehorigkeitswahrscheinlichkeit aus. Ein
neues Objekt mir Vektor 172 € M wird dann je nach der getroffenen Parzelle klassifiziert. Die meisten
Parzellen werden wohl aber keiner Klasse zugeordnet werden.

Fiir niedrig-dimensionale Raume M ist dies ein sehr schnelles Verfahren, da

nur ein Tabellen-Lookup nétig ist. Dafiir ist aber evtl. der Speicherverbrauch ~ m/
fiir die Lookup-Tabelle sehr grof3. Angenommen es gibt 3 Merkmale und 64 H{:HE

Parzelle Pro Achse. Wird zu jeder Parzelle ein Byte gespeichert, so bendotigt
man bereits 643 = 0.256 MByte fiir die Tabelle.

18.2.2 Quadermethode h_)

Hierbei wird jede Klasse im Merkmalsraum von einem Quader umgeben. Ist

ein neuer Vektor 17 € M innerhalb eines Quaders, so wird er als zugehorig — mf
klassifiziert. Liegt er auBBerhalb aller Quader, so gehort er zu keiner Klasse.

Die Umschreibung von Quadern um Punktverteilungen funktioniert fiir run-

de Verteilungen gut. Sind die Merkmale aber korreliert, so ist diese Methode schlecht
eher schlecht (— Hauptachsentransformation). Pro Dimension und Klasse )Z<>2<)2<
werden hier 2 vergleiche benétigt. Also braucht man bei N Dimensionen
und @ Klassen etwa 2 - P - () Vergleiche.

rnl/

18.2.3 Methode des geringsten Abstandes

Bei dieser Methode wird jede Klasse durch ihren Schwerpunkt 172, reprisen-
tiert. Ein Objekt m € M gehort dann zu der Klasse, zu der es den geringsten
(euklidischen) Abstand hat:

. — - 12
Q :mqln]m—mq]

Dieses Verfahren fiihrt zur rechts dargestellten Einteilung des Raumes. Die
Begrenzungslinien der Cluster stehen senkrecht auf den Verbindungslinien
der Schwerpunkte. Dieses Verfahren kann leicht abgewandelt und optimiert
werden. So kann man etwa einen Skalierungsfaktor in die Abstandsberech-
nung einfiihren, der dazu fiihrt, dass der notwendige Abstand zu wenig ausgedehnten Klustern geringer
ist, als zu groBen Klustern. Oder man definiert einen Maximalabstand, der 1 zu einem Zentrum haben
darf. Liegt er auBerhalb aller Maximalabstinde, so gehort er zu keiner Klasse.

18.2.4 Methode der hochsten Wahrscheinlichkeit

o

Diese Methode modelliert jede Klasse als Wahrscheinlichkeitsverteilung

(z.B. multivariate Normal-Verteilungen). Zu einem neuen Objekt m € M m/
werden dann die Wahrscheinlichkeiten p; berechnet, dass es zur Klasse ¢ Xy
gehort. Es wird dann entweder in die Klasse mit der hochsten Wahrschein-
lichkeit eingeordnet, oder es werden einfach die Wahrscheinlichkeiten zu-

riickgegeben, um sie weiter auszuwerten. e ‘
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19 Komplexe Zahlen

Zunichst sind die Bilder, die eine Kamera liefert ja reelle Bilder, d.h. Jedem Bildpunkt & wird eine reelle
Zahl g(¥) € R zugeordnet. Oft ist es aber notig auch komplexe Werte darzustellen. Hier sind deswegen
kurz einige Rechenregeln fiir komplexe Zahlen zusammengestellt:

1. Komplexe Einheit i:

i=V1 s =1, = (19.0.1)

1

2. Normalform einer Zahl z € C: Jede komplexe Zahl ldsst sich als Summe darstellen:

z=a+1tb, a,beR, z€C (19.0.2)
N
Im(z)
z=a+ib
) S
o | R
a 7

Abb. 19.1: Komplexe Zahlenebene

Dies entspricht einem Punkt (a,b) in der komplexe Zahlenebene (siche Abb. 19.1). Es werden
noch die folgenden Operatoren eingefiihrt:

Re {a+ib} =a, Im{a+ib} =0 (19.0.3)

3. Polarform einer Zahl z € C:
z=a+ib=|z|-(cosg+i-sing) = |z| e, absz:= /a2 + b (19.0.4)

Die Interpetation des Winkels ¢ liefert Abb. 19.1. er berechnet sich zu:

tangp = 2 (19.0.5)
X
4. Addition komplexer Zahlen:
21+ 20 =a1+ag+i- (b1 + b2) (19.0.6)
5. Multiplikation komplexer Zahlen:
21+ 29 = ajaz — biby + 1 - (a1be + agbs) = |z1| - |22] - elile1te2) (19.0.7)

122



19 Komplexe Zahlen

6. Komplexe Konjugation:
2= (a+1ib)" :=a—1ib (19.0.8)

Damit gelten die folgenden Rechenregeln:
2"z =|z)? (19.0.9)
z4+2"=2-Re{z}, z—2"=2i-Im{z} (19.0.10)

7. Betrag von Summen: In der Quantenmechanik treten manchmal Ausdriicke der Form |21 + 22 |2
auf. Dafiir gilt:

? = a®+PH2ac+b>+d>+2bd = a®+ b2+ +d*+2(ac+bd)

= |z1|? + |22 + Re {21 - 23} (19.0.11)

|21 + 22|* = |a1 + iba + ag + iby

Etwas allgemeiner erhilt man:

PIE
i

2

=D lalP+>° ) Refzi-#} (19.0.12)

% 1§
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A Weblinks

e Canny-Filter:
http://en.wikipedia.org/wiki/Canny

e GauB- und Laplace-Pyramide:
http://www.cis.udel.edu/~gili/ta/cis489/2/index.html

e Hilbert-Transformation :
http://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert_transform

e Hough-Transformation:
http://www.cs.tu-bs.de/rob/lehre/bv/Hough.html

e MatLab:
http://www.prip.tuwien.ac.at/Teaching/SS/EFMEN/links.html

e Segmentierung:
http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ws05_06/seminar/
sauter.pdf

128


http://en.wikipedia.org/wiki/Canny
http://www.cis.udel.edu/~qili/ta/cis489/2/index.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert_transform
http://www.cs.tu-bs.de/rob/lehre/bv/Hough.html
http://www.prip.tuwien.ac.at/Teaching/SS/EFMEN/links.html
http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ws05_06/seminar/sauter.pdf
http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik/lehre/ws05_06/seminar/sauter.pdf

Literaturverzeichnis

[Boas 1983] Boas, Mary L. (1983): Mathematical Methods In The Physical Science, 2. Auflage, New
York - Brisbane - Toronto - Singapore: Wiley.

[Jahne 2005] Jdhne, Bernd (2005): Digitale Bildverarbietung, 6. Auflage, New York - Berlin - Heidel-
berg: Springer.

[HauBecker, Spiefl 1999] HauBecker, H, Spies, H (1999): Chapter 13 Motion, in: Handbook of Com-
puter Vision and Applications, Volume 2 (Signal Processing and Pattern Recognition), Academic
Press

[Kahder etal. 2001] Kahder, M.H., Basser, Pj., Parker, D.L., Alesander, A.L. (2001): Analytical Com-
putation of Eigenvalues and Eigenvectors in DT-MRI, in: Journal of Magnetic Resonance
152, S. 41-47

129



Index

0-Kamm, 31

~-Transformation, 39

v-Wert, 10

~v-Korrektur, 10, 39
Ahnlichkeitsbedingung, 105
Offnen, 109

Uberabtastung, 32

iiberwachte Klassifizierung, 119
2D-DFT, 21

Abtast-Theorem, 50
Abtastpunkt, 29
Abtasttheorem, 20, 29
Abtastung/Digitalisierung, 28
Aliasing, 30

Amplitude, 14

analytisches Signal, 80
anisotrope Diffusion, 106
Assoziativitit, 45

bandbegrenztes Signal, 30
Bandpass, 27, 50, 51, 94
Betragsberechnung, 66
Bewegungserkennung, 86
Bewegungsfeld, 90
Bilderzeugung, 28
Bildmittelung, 39
Bildpunkt, 9

bimodales Histogramm, 98
Binirbild, 98, 107
Binomialfilter, 51, 58, 71
Binomialkoeffizienten, 58
Binomialverteilung, 59
Blendenproblem, 86, 91

Canny-Filter, 71
Canny-Kantendetektion, 71
CCD-Kamera, 29

Closing, 109

CMYK, 10

Cosinus (cos), 13
Cosinus-Transformation, 27

darkfield, 40

Delta-Kamm, 31

DFT, 19
Difference-of-Gaussian-Filter, 72
Diffusionsgleichung, 53
Digitalkamera, 29

Dilatation, 41, 107

diskrete Differenzen, 67

Diskrete Fourier-Transformation, 19

130

Diskretisierungsgitter, 29
Distributivitit, 45, 109
DoG-Filter, 72

Dreieckgitter, 11

Dualitat, 109

Dunkelbild, 40

dyadische Punktoperation, 37
dynamischer Bereich, 20

Ecke, 64

einfache Nachbarschaft, 73
einstellbare Mittelung, 62
Entscheidungsraum, 119

Erosion, 107
Euler-Lagrange-Gleichungen, 105
Expansionsoperator, 51
exponentieller Skalenraum, 54

Faltung, 42, 63
Faltungstheorem, 25, 32
Farbbild, 10

Farbsystem, 10
Fast-Fourier-Transformation, 27
Fehlerfunktional, 104
Fensterfunktion, 31, 41

FFT, 27

Fick’sches Gesetz, 53
Finite-Impulse-Response-Filtern, 45
FIR-Filter, 45

Flidche, 116

Formparameter, 115
Fourier-Darstellung, 16
Fourier-Entwicklung, 16
Fourier-Reihe, 16
Fourierdeskriptoren, 114
Frequenz, 13

Gaborfilter, 82
Gamma-Korrektur, 10
Gauf3’sches Rauschen, 60
GauB3-Filter, 51, 53
GauB3-Pyramide, 50, 102
Gaulifilter, 71
geometrische Transformationen, 41
gerade Symmetrie, 43
gespiegelter Rand, 44
gewichtete Mittelung, 62
Gitter, 11

Glattungsfilter, 56
Glattheit, 25
Glattheitsbedingung, 105
Gradientenfilter, 71



Index

Grauwert, 9

Haartransformation, 27
Hadamardtransformation, 27
Hartley-Transformation, 27
Hauptachsentransformation, 118, 120
Hilbert-Filter, 80
Hilbert-Transformation, 80
Hilbertfilter, 79, 94
Hilberttransformation, 79
Hit-Miss-Operator, 110
homogene Koordinaten, 41
homogene Punktoperation, 37
Horner-Schema, 96
Hough-Transformation, 103
HSB, 10

IIR-Filter, 48
Infinite-Impulse-Response-Filter, 48
inhomogene Diffusion, 106

inverse Filterung, 95

Kante, 64

kantenbasierte Segmentierung, 100
Kantendetektion, 64

kausaler Filter, 48

Kern, 26

Klassifikation, 117

Klassifikator, 119

Kluster, 117

Kohirenzmal3, 76

Kommutativitit, 45, 109
Kompaktheit, 25

Komplexe Zahl, 122

Komplexe Zahlenebene, 122
Kontinuierliche Modellierung, 104
Kontinuitdtsgleichung, 53
Korrelationsmethode, 93
Kovarianzmatrix, 118
Kreuzkorrelationskoeffizient, 94
Kreuzkovarianz, 118

Lamgenskala, 50
Lagrange-Funktion, 105
Lagrange-Gleichungen, 105
Laplace-of-Gaussian-Filter, 72
Laplace-Operator, 69
Laplace-Pyramide, 50, 51, 94
Laplacepyramide, 85

laufender Mittelwert, 57
Lauflingenkodierung, 34
Least-Square-Fit, 70, 104
Lempel-Ziv-Welch-Algorithmus, 35
lineare Spreizung, 38

lineare verschiebungsinvariante Filter, 42
Linearitit, 44

Linie, 64

LoG-Filter, 72

Lokale Fourier-Transformation, 27
lokale Nachbarschaft, 90

lokale Phase, 78, 94

lokale Wellenzahl, 78
Lookup-Table, 37
LSI, 42

LUT, 37, 38
LZW-Algorithmus, 35

Medianfilter, 62

Mehrdimensionale Fourier-Transformation, 21

Mehrschrittmittelung, 61
Merkmalsraum, 117
Merkmalsvektor, 117

Methode der hochsten Wahrscheinlichkeit, 120

Methode des geringsten Abstandes, 120
Minimum-Maximum-Prinzip, 54
Mittelung, 56

Mittelwert, 84

Modell, 103

modellbasierte Segmentierung, 103
Modellierung, 103
Moduloarithmetik, 10
Moiré-Mustern, 30

Monotonie, 109

Morphologie, 107

morphologische Operation, 107
Multiskalenreprésentation, 50

Nachbarschaft, 73
Nachbarschaftsbeziehungen, 11
Nachbarschaftsoperation, 42
Nachschaumethode, 120
Nagelbrettfunktion, 31
Newton-Raphson-Verfahren, 94
nicht-lineare Storungen, 40

nichtlineare und steuerbare Mittelung, 62
normalisierte Faltung, 63

nullphasiger Filter, 56

Object-Tracking, 87
octree, 34

Opening, 109
Operatornotation, 42
optischer Fluss, 86, 90
Orientierung, 73
Ortsraum, 50

Parameterraum, 103

Phase, 14

Phasenmethode, 94
Phasenschieber, 80
Phasenverschiebung, 65

Pixel, 9

Pixelgitter, 11

pixelorientierte Segmentierung, 98
polare Fourierdeskriptoren, 115
Polarform, 122

Punktantwort, 45, 48
Punktoperation, 37
Pyramid-Linking, 102

Quadermethode, 120
quadratintegrable Funktion, 18

© 2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)

- 131 -


http://www.jkrieger.de/

Index

quadratischer Skalenraum, 54
Quadraturfilter, 94

quadtree, 34

Quantisierung, 28

rdumliche Frequenz, 13

rdumliche Informationen, 50
Riickfaltung, 95

radiometrische Zweipunkt-Korrektur, 40
Randeffekte bei Faltungen, 43
Rangordnungsfilter, 47
Reaktions-Diffusions-System, 105
Rechteckfilter, 57

Rechteckgitter, 11
Region-Growing, 101
Regionenbild, 98
regionenorientierte Segmentierung, 101
regularisierter Kantendetektor, 70
Rekursive Mittelung, 61
rekursives Filter, 48, 61

RGB, 10

Richtung, 73

Richtungsketten, 113
Richtungszerlegung, 94
Richtungszerlegungen, 52

RLE, 34

Rotation, 41

run length encoding, 34

Rundheit, 116

Sattigungsarithmetik, 10
Salt-and-Pepper-Rauschen, 60
Scherung, 41

Schlieflen, 109
Schwarz-Wei3-Bild, 34, 113
Schwebung, 20

Schwellenwert-Verfahren (Segmentierung), 98

Secheckgitter, 11
Segmentierung, 98
selbstlernende Klassifizierung, 119
Separabilitit, 24

Sinus (sin), 13
Sinus-Fenster, 41
Sinus-Transformation, 27
Skala, 50
Skalenparameter, 53
Skalenraumtheorie, 52
Sobel-Filter, 71
Split-and-Merge, 101
stabiler Filter, 49
Standardabtastung, 32
Stauchung, 41
Strukturelement, 108
Superpositionsprinzip, 108
Symmetrie, 65

Textur, 83

Tiefpass, 51
Tiefpassfilter, 56
Trégheitsellipsoiden, 113
Trégheitstensor, 78

Trainingsdatensatz, 119
Transferfunktion, 46, 49
Translation, 41

Umfang, 116

uniiberwachte Klassifizierung, 119
ungerade Symmetrie, 43

unitdre Transformation, 26

Van Ceritter Iteration, 96
Varianz, 62, 84, 118
Varianzbild, 62
Variationsmethode, 104
Verschiebung, 24
Verschiebungsfreiheit, 56, 65
Verschiebungsinvarianz, 45, 108
Verschiebungsoperator, 45
Vollstiandigkeitsrelation, 16

Wellenfront, 15
Wellenlinge, 13
Wellenvektor, 15, 21
Wellenzahl, 13
Wichtungsbild, 63

z-Transformation, 49
Zahlenbereich, 9
zyklische Faltung, 44
zyklische Fortsetzung, 44

(© 2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)

-132 -


http://www.jkrieger.de/

	Einführung
	Einleitung
	Aufbau und Motivation diese Skriptes

	Grundlagen der Bildverarbeitung
	Bilddaten
	Bildrepräsentation
	Gamma-Korrektur
	Farbbilder
	Diskrete Bilder

	Fourier-Darstellung von Bildern
	Sinus- und Cosinus-Schwingungen
	Geometrische 1D-Repräsentation
	Geometrische 2D-Repräsentation

	Fourier-Reihen
	Fourier-Transformation
	Diskrete Fourier-Transformation (DFT)
	Mehrdimensionale Fourier-Transformationen
	Eigenschaften der Fourier-Transformation
	Allgemeine Eigenschaften
	Spezielle Eigenschaften der diskreten Transformationen

	DFT als diskrete unitäre Transformation und weitere Transformationen
	Lokale Fourier-Transformation

	Digitalisierung, Abtastung und Quantisierung
	Bilderzeugung, Abtastung
	Quantisierung

	Bildrepräsentation
	Lauflängenkodierung
	Quadtree/Octree
	Weitere Kodierungsmethoden


	Grundlegende Operationen auf Bilddaten
	Punktoperationen und geometrische Operationen
	Punktoperationen
	Beispiele für Punktoperationen
	Geometrische Transformationen

	Nachbarschaftsoperationen
	lineare verschiebungsinvariante Filter
	Faltungen
	Eigenschaften von LSI-Filtern

	Rangordnungsfilter
	rekursive Filter

	Multiskalenrepräsentation
	Pyramiden-Zerlegungen
	Gauß-Pyramide
	Laplace-Pyramide
	Richtungszerlegungen

	Skalenraumtheorie
	Diffusionsgleichungen
	Eigenschaften des Skalenraumes



	Einfache Merkmalsextraktion
	Mittelung
	Eigenschaften
	Rechteckfilter
	Binomialfilter
	Schnelle großräumige Mittelung
	Mehrschrittmittelung
	Rekursive Mittelung

	nichtlineare und steuerbare Mittelung
	Medianfilter
	gewichtete und einstellbare Mittelung


	Kantendetektion
	differentielle Merkmalsbeschreibung
	Ableitungsoperatoren
	Eigenschaften
	Gradientenbasierte Ableitungsfilter
	Laplace-Filter
	Optimierung der Kantenfilter
	Allgemeine Optimierungsansätze
	Regularisierte Kantendetektoren


	Einfache Nachbarschaften
	Einführung
	Vektordarstellung
	Tensordarstellung erster Ordnung
	Strukturtensor
	Andere Tensordarstellungen

	Lokale Wellenzahl und Phase
	Hilbertfilter und Hilberttransformation
	Analytisches Signal
	Quadraturfilter


	Textur
	Einleitung
	Statistik erster Ordnung
	Orientierung und Textur
	Pyramidale Texturanalyse

	Bewegungserkennung
	Grundlagen
	Einfache Bewegungsdetektion
	Bewegung im Orts-Zeit- und Fourier-Raum
	Orts-Zeit-Raum
	Fourier-Raum

	Optischer Fluss und Kontinuitätsgleichung
	Gradientenmethode
	Tensormethode

	Korrelationsmethode
	Phasenmethode

	Inverse Filterung

	Bildanalyse
	Segmentierung
	Einleitung
	Pixelorientierte Methoden
	Kantenbasierte Segmentierung
	Regionenorientierte Verfahren
	Modellbasierte Segmentierung
	Regularisierung und Modellierung
	Hough-Transformation
	Kontinuierliche Modellierung: Variationsmethode
	Diffusionsmodelle


	Morphologie
	Dilatation und Erosion
	Allgemeine morphologische Operationen
	Zusammengesetzte morphologische Operationen
	Öffnen und Schließen
	Hit-Miss-Operator

	Extraktion von Rändern

	Formrepräsentation
	Momentbasierte Formmerkmale
	Richtungsketten
	Fourierdeskriptoren
	Formparameter

	Klassifikation
	Problemstellung
	Einfache Klassifikationsverfahren
	Nachschaumethode
	Quadermethode
	Methode des geringsten Abstandes
	Methode der höchsten Wahrscheinlichkeit



	Mathematische Formelsammlung
	Komplexe Zahlen
	Abbildungsverzeichnis
	Weblinks
	Literaturverzeichnis


